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Agradecimentos
i
Resumo
Inicialmente, apresentamos a construc¸a˜o de Umezawa e Takahashi para uma
dinaˆmica de campos te´rmicos (DCT) e obtemos algumas grandezas estat´ısticas, tais
como o nu´mero me´dio de part´ıculas, entropia e energia livre de Helmholtz para sis-
temas em equil´ıbrio te´rmico. Com o objetivo de aplicarmos estes conceitos em uma
teoria de cordas, quantizamos a corda bosoˆnica cla´ssica (aberta e fechada) em um
calibre manifestamente covariante e no calibre de cone de luz. Derivamos enta˜o uma
descric¸a˜o para a corda a` temperatura finita no contexto da DCT. A entropia dos
estados associados a`s equac¸o˜es de movimento da corda aberta com diferentes com-
binac¸o˜es das condic¸o˜es de contorno de Neumann e Dirichlet sa˜o dadas. Discutimos
as trasformac¸o˜es, do espac¸o do Fock e dos operadores, geradas por transformac¸o˜es
unita´rias de Bogoliubov mais gerais, cujos operadores formam uma a´lgebra SU(1, 1).
Neste contexto, obtivemos tambe´m a entropia da corda fechada.
Palavras Chaves: Corda Bosoˆnica e Temperatura Finita
A´reas do Conhecimento: Teoria de Campos
ii
Abstract
Inicially, we present the Umezawa e Takahashi’s construction for a Thermal
Fields Dynamics (TFD) and we obtain some statistical quantities as the mean num-
ber of particles, entropy and Helmholtz’s free energy for systems in thermal equi-
librium. With the objectiv of apply these concepts in a strings theory, we quantize
the classical bosonic string (open and close) in manifestly covariant gauge and in
the light-cone gauge. So, we derive a description for the strings at finite tempe-
rature based on the TFD background. The entropy of the states associated with
the moviment equations of the opened strings with different Neumann and Dirichlet
boundary condictions are given, we discuss the Fock space transformations (and of
the operators) generated by more general unitary Bogoliubov transformations, end
even the entropy of the closed strings.
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1 Introduc¸a˜o
Nas u´ltimas de´cadas, um dos maiores problemas da f´ısica das altas energias foi
encontrar uma descric¸a˜o consistente para o mundo na escala subatoˆmica. Para atin-
girmos este objetivo, devemos tambe´m ser capazes de entender a gravidade tanto
no n´ıvel cla´ssico quanto no n´ıvel quaˆntico. Pode-se dizer que neste se´culo as duas
teorias que mais tiveram sucesso neste aˆmbito foram a teoria quaˆntica dos campos
e a teoria da relatividade geral. No entanto, estas duas teorias na˜o convivem muito
bem quando aplicadas ao mesmo domı´nio. Neste contexto, a teoria que conte´m o
maior nu´mero de caracter´ısticas deseja´veis e´ a teoria de cordas. Esta e´ a teoria
quaˆntica na qual seus constituintes fundamentais sa˜o objetos matema´ticos extensos,
unidimensionais, descritos em um espac¸o-tempo de dimenso˜es superiores. Esta teo-
ria tem uma variedade de aplicac¸o˜es fundamentais em F´ısica Teo´rica. Atualmente, a
mais importante aplicac¸a˜o da teoria de cordas e´ a unificac¸a˜o de todas as forc¸as fun-
damentais e part´ıculas elementares em uma u´nica teoria. A ide´ia ba´sica desta teoria
e´ que toda a mate´ria e´ formada por cordas minu´sculas, por exemplo, se um ele´tron
e´ visto como um ponto de 10−13cm, se magnificarmos a resoluc¸a˜o da escala para
10−33cm, enta˜o iriamos verificar que ele e´ um objeto extenso como uma corda. A
unificac¸a˜o e´ feita de modo que todas as part´ıculas sa˜o formadas por um u´nico tipo de
corda, e diferentes tipos de part´ıculas sa˜o somente excitac¸o˜es de um mesmo tipo de
corda, ou seja, se excitarmos a corda, um modo de excitac¸a˜o sera´ o ele´tron, o outro
um fo´ton, e assim por diante. Devemos ainda ressaltar que o modo correspondente
a um estado de massa nula e spin 2 pode ser identificado com o gra´viton, e desta
maneira garantimos que a teoria necessariamente conte´m a gravidade quaˆntica.
Para chegarmos nestes resultados, apresentaremos uma breve introduc¸a˜o a` teoria
relativ´ıstica da part´ıcula cla´ssica e, em seguida, obteremos a ac¸a˜o de Nambu-Goto
para uma corda cla´ssica, cuja qual possui claramente uma interpretac¸a˜o geome´trica,
e, a partir desta, deduziremos uma ac¸a˜o mais geral, a ac¸a˜o de Polyakov, e mostraremos
que estas duas sa˜o classicamente equivalentes. Analisaremos tambe´m as simetrias
e invariaˆncias da ac¸a˜o e obteremos o tensor energia-momento. Ale´m disso, obtere-
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mos e resolveremos a equac¸a˜o de movimento em um dado calibre covariaˆnte e su-
jeita a diferentes condic¸o˜es de contorno, cujas soluc¸o˜es nos fornecem as amplitudes
de vibrac¸a˜o da corda em termos dos coeficientes do oscilador αµn. Escreveremos
tambe´m os colchetes de Poisson para as varia´veis dinaˆmicas da corda e do centro de
massa e para os αµn. A a´lgebra cla´ssica de Virassoro e os estados de massa para a
corda sera˜o tambe´m obtidos. Em seguida, quantizaremos a corda bosoˆnica (aberta
e fechada) e veremos como o conteu´do de part´ıculas aparece nesta teoria. A quan-
tizac¸a˜o (canoˆnica) sera´ realizada tanto em um calibre manifestamente covariante
quanto em um na˜o manifestamente covariante (cone de luz) sendo que este possui
a vantagem de estar livre de estados de norma negativa. Verificaremos tambe´m que
para a teoria ter certos aspectos deseja´veis, a dimensa˜o do espac¸o-tempo no qual a
corda esta´ imersa deve ser D = 26.
Visando estudar alguns aspectos termodinaˆmicos da teoria de cordas, iremos a-
presentar no primeiro cap´ıtulo o formalismo de Umezawa e Takahashi [1], que con-
siste basicamente na construc¸a˜o de uma dinaˆmica para campos te´rmicos, na qual
o va´cuo depende da temperatura de tal forma que o valor esperado neste va´cuo de
uma varia´vel dinaˆmica de um sistema seja igual a` sua me´dia estat´ıstica no ensemble
grand-canoˆnico. Neste formalismo, os estados a` temperatura finita sa˜o mapeados no
estado de va´cuo a` temperatura nula atrave´s de uma transformac¸a˜o de Bogoliubov.
O formalismo de Umezawa e´ essencialmente baseado em conceitos quanto-mecaˆnicos
e permite ser escrito no formalismo Lagrangeano, podendo ser aplicado em teorias
de campos de forma mais abrangente. Em seguida, mostraremos como a dinaˆmica
de campos te´rmicos pode ser implementada em uma teoria de campos qualquer
partindo de certos axiomas. Iremos aplicar este formalismo para uma teoria de
cordas bosoˆnicas. Como iremos verificar, a construc¸a˜o de uma teoria de cordas a`
temperatura finita via transformac¸o˜es de Bogoliubov conservam muitas das pro-
priedades da teoria de cordas a` temperatura nula. A temperatura sera´ introduzida
atrave´s do mapeamento do va´cuo e das soluc¸o˜es das equac¸o˜es de movimento, as quais
sa˜o expandidas em termos dos coeficientes dos osciladores, a` temperatura nula, nos
respectivos va´cuo e soluc¸o˜es das equac¸o˜es de movimento a` temperatura finita via
tais transformac¸o˜es. Deste modo, podemos interpretar a corda te´rmica como um
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modelo de excitac¸o˜es de um va´cuo te´rmico bosoˆnico. Calcularemos a entropia do
sistema que e´ dada pelo valor esperado de um operador definido como operador de
entropia. Para cada um dos setores da corda, a entropia do va´cuo te´rmico deve ser
calculada para cada uma das direc¸o˜es espac¸o-temporais, sendo que, devido a` sua
extensividade, a entropia total e´ dada pela soma das entropias dos campos escalares
em cada uma das direc¸o˜es.
Analizaremos para a corda aberta, se as diferentes condic¸o˜es de contorno sob as
quais as equac¸o˜es de movimento podem estar sujeitas interferem nas propriedades
termodinaˆmicas do sistema. Em geral, se um dado estado depende das condic¸o˜es de
contorno, a entropia, que e´ calculada como a me´dia do operador entropia neste es-
tado, tambe´m depende. Uma vez que o estado de va´cuo da corda bosoˆnica depende
de certa forma das condic¸o˜es de contorno impostas sobre as equac¸o˜es de movimento,
desejamos olhar a entropia dos estados associados a`s soluc¸o˜es gerais das equac¸o˜es
de movimento com diferentes combinac¸o˜es das condic¸o˜es de contorno em suas ex-
tremidades. Em resumo, construiremos uma dinaˆmica de campos te´rmicos para a
corda bosoˆnica aberta e calcularemos a entropia dos estados no calibre do cone de
luz com dependeˆncia expl´ıcita das condic¸o˜es de contorno. Isto sera´ importante para
a obtensa˜o do va´cuo te´rmico em teoria de cordas e D-branas te´rmicas no contexto
da dinaˆmica de campos te´rmicos e no entendimento da entropia das D-branas (que
e´ dada pelo valor me´dio do operador entropia para a corda bosoˆnica no estado de
D-brana te´rmica) no limite perturbativo da teoria de cordas.
Em seguida, introduziremos temperatura em uma teoria de cordas bosoˆnica
fechada de um modo um pouco diferente do usado para a corda aberta. Os es-
tados de va´cuo e os operadores sera˜o constru´ıdos usando o mesmo formalismo da
dinaˆmica de campos te´rmicos, mas diferindo da construc¸a˜o anterior, pelo fato de que
aqui os operadores que mapeiam objetos em T = 0 em objetos a` temperatura finita
e´ uma combinac¸a˜o linear de operadores que satisfazem a a´lgebra SU(1, 1). Segundo
[4, 7], podemos definir operadores de Bogoliubov para qualquer teoria, cujos quais
formam uma representac¸a˜o de osciladores do grupo SU(1, 1) para bo´sons, e se todos
estes operadores forem considerados, as transformac¸o˜es te´rmicas podem ser geradas
por uma combinac¸a˜o linear destes geradores do SU(1, 1). Os coeficientes destes ge-
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radores determinam se as transformac¸o˜es sa˜o ou na˜o unita´rias e se as caracter´ısticas
ba´sicas da dinaˆmica de campos te´rmicos sa˜o satisfeitas pelos geradores. Uma vez
constru´ıdo o sistema a` temperatura finita, obteremos a entropia do sistema neste
formalismo do mesmo modo ja´ citado acima.
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2 Corda Bosoˆnica
2.1 Part´ıcula Cla´ssica Relativ´ıstica
Inicialmente, vamos descrever a ac¸a˜o de uma part´ıcula puntual cla´ssica rela-
tiv´ıstica. Este estudo servira´ para nos guiar na obtenc¸a˜o da ac¸a˜o para a corda
bosoˆnica cla´ssica. A part´ıcula esta´ se movendo em um espac¸o-tempo de coorde-
nadas (X0, X1, · · · , XD−1), e sua trajeto´ria neste e´ chamada de linha-mundo. A
me´trica do espac¸o-tempo usada e´ a de Minkowski com D − 1 autovalores negativos
e um positivo.
Sendo xµ(τ) a trajeto´ria cla´ssica da part´ıcula, na qual τ e´ um paraˆmetro real
que rotula os pontos ao longo da linha mundo no espac¸o-tempo, enta˜o, x˙µ =
∂τx
µ representa a velocidade da part´ıcula (vetor tangente). Sendo a linha-mundo
parametrizada pelo tempo pro´prio da part´ıcula, ou seja, x˙µx˙µ = 1, enta˜o, o momento
da part´ıcula e´ dado por pµ = mx˙µ, onde m e´ a massa de repouso da part´ıcula. Deste
modo, pµpµ = m
2x˙µx˙µ = m
2 = p2, portanto
p2 −m2 = 0. (1)
Esta e´ a equac¸a˜o de movimento de uma part´ıcula relativ´ıstica que nos fornece um
v´ınculo entre a massa de repouso e seu momento, e e´ conhecida com condic¸a˜o de
concha de massa. Agora, se τ e´ algum outro paraˆmetro que na˜o o tempo pro´prio, o
momento da part´ıcula sera´
pµ =
mx˙µ√
(x˙ν)2
. (2)
Pode-se verificar que pµ dado pela eq.(2) satifaz a condic¸a˜o de concha de massa,
eq.(1).
Dada a ac¸a˜o
S =
∫ τ2
τ1
dτL(x˙µ, xµ, τ), (3)
o momento pµ da part´ıcula e´ dado pela equac¸a˜o pµ = − ∂L
∂x˙µ
, a qual, quando integrada,
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resulta em
L = −pµx˙µ, (4)
onde pµ e´ o momento conjugado de xµ. Substituindo a eq.(2) na eq.(4) obtemos
L = −m
√
x˙µx˙µ. (5)
Desta forma a ac¸a˜o para uma part´ıcula relativ´ıstica de massa m e´
S = −m
∫ τ2
τ1
dτ
√
x˙µx˙µ, (6)
onde τ e´ um paraˆmetro arbitra´rio da linha mundo.
Qualquer parametrizac¸a˜o da linha mundo e´ permitida, desde que, como vere-
mos, a ac¸a˜o seja invariante por reparametrizac¸a˜o (porque esta representa um objeto
geome´trico, ou seja, e´ proporcional ao comprimento invariante da linha mundo).
Reparametrizando a eq.(6) de τ para τ
′
temos que: τ −→ τ ′ e xµ(τ) −→ xµ(τ ′). Por-
tanto, diferenciando as coordenadas antigas (xµ(τ)) em relac¸a˜o aos novos paraˆmetros
(τ
′
) obtemos
x˙µ
′
=
∂
∂τ ′
xµ(τ) =
∂
∂τ
xµ(τ)
∂τ
∂τ ′
= x˙µ∂τ ′ τ , (7)
e a diferencial de τ ′ e´
dτ
′
=
∂τ
′
∂τ
dτ. (8)
Enta˜o, uma nova ac¸a˜o (S
′
) escrita em termos dos novos paraˆmetros sera´
S
′
= −m
∫
dτ
′
√
x˙µ
′
x˙′µ, (9)
que, por substituic¸a˜o das equac¸o˜es (7) e (8) obte´m-se
S
′
= −m
∫ ∂τ ′
∂τ
dτ
√
x˙µ
∂τ
∂τ ′
x˙µ
∂τ
∂τ ′
(10)
ou seja
S
′
= −m
∫ τ2
τ1
dτ
√
x˙µx˙µ = S.
Logo, como vemos, a ac¸a˜o e´ invariante por reparametrizac¸a˜o da linha mundo.
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Em termos da me´trica do espac¸o-tempo o quadrado da distaˆncia entre dois pontos
vizinhos e´
ds2 = gµνdx
µdxν . (11)
Enta˜o, o integrando da ac¸a˜o (6) torna-se
dτ
√
x˙µx˙µ = dτ
√
gµνdx˙µdx˙ν =
√
gµνdxµdxν =
√
ds2 = ds. (12)
Logo, ultilizando-se a eq.(12), a ac¸a˜o (6) pode ser escrita como:
S = −m
∫
ds (13)
ou seja, e´ o produto da massa de repouso pelo comprimento da linha mundo (como
ja´ hav´ıamos citado).
A ac¸a˜o escrita na forma (6) na˜o e´ muito u´til, pois na˜o pode ser usada para uma
part´ıcula com massa nula e apresenta problemas quando tentamos quantizar a teoria,
devido a presenc¸a da raiz quadrada no integrando. Uma Lagrangeana alternativa
que podemos usar para obter uma ac¸a˜o classicamente equivalente a ac¸a˜o (6) e´ a
seguinte:
L = −pµx˙µ + 1
2
e(τ)(p2 −m2) (14)
onde temos a Lagrangeana dada pela eq.(4), mais um v´ınculo dado pela eq.(1) vezes
o multiplicador de Lagrange 1
2
e(τ), onde e(τ) e´ um campo fict´ıcio.
Devemos eliminar pµ da eq.(14) escrevendo-o em termos de x˙µ e e. Para isto,
usaremos a equac¸a˜o de movimento para pµ:
δL
δpµ
= −x˙µ + epµ = 0,
ou seja,
pµ =
x˙µ
e
que, substituindo na eq.(14) obteˆm-se
L = −1
2
(e−1x˙2 + em2).
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Portanto a nova ac¸a˜o pode ser escrita como
S = −1
2
∫
dτ(e−1x˙2 + em2). (15)
Agora, mostraremos que esta u´tima ac¸a˜o e´ classicamente equivalente a` primeira.
Das equac¸o˜es de Euler-Lagrange temos:
δS
δe
=
∂L
∂e
∂L
∂e
= −1
2
(−e−2x˙2 +m2) = 0
x˙2 −m2e2 = 0;
e =
√
x˙2
m
.
Substituindo esta u´ltima equac¸a˜o na eq.(15) obtemos
S = −1
2
∫
dτ(
m√
x˙2
x˙2 +
√
x˙2
m
m2)
= −1
2
∫
dτ(m
√
x˙2 +m
√
x˙2)
= −m
∫ τ2
τ1
dτ
√
x˙µx˙µ
que e´ ideˆntica a primeira ac¸a˜o obtida, eq.(6), usando a lagrangeana (5).
As ac¸o˜es (5) e (6) sa˜o chamadas respectivamente de ac¸a˜o de Nambu-Goto (NG)
e Polyakov (PL), sendo que esta u´ltima na˜o apresenta os problemas da primeira e e´
mais geral. Quaˆnticamente na˜o sabemos se as duas ac¸o˜es sa˜o equivalentes.
2.2 Corda Bosoˆnica Cla´ssica
Para constru´ırmos a ac¸a˜o da corda cla´ssica, estenderemos a ide´ia de que a ac¸a˜o
da part´ıcula cla´ssica e´ proporcional ao comprimento da linha mundo. Ou seja, a
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ΣFigure 1: Superf´ıcie de coordenadas σ e τ e descrita pelo campo Xµ(τ, σ)
ac¸a˜o para uma corda cla´ssica deve ser proporcional a a´rea da superf´ıcie descrita
pela corda quando a mesma evolui no espac¸o-tempo, a saber,
S = −T
∫
dA, (16)
onde a constante de proporcionalidade e´ menos a tensa˜o da corda. Esta generalizac¸a˜o
da linha mundo e´ chamada folha mundo e esta ilustrada na fig. 2.1 abaixo.
Se σ e´ uma coordenada tipo espac¸o que denota a posic¸a˜o ao longo da corda
e τ uma coordenada tipo tempo que parametriza sua evoluc¸a˜o temporal, ambos
definidos respectivamente nos intervalos 0 ≤ σ ≤ π e τ1 ≤ τ ≤ τ2, enta˜o Xµ(τ, σ) ≡
Xµ(σ0, σ1) ≡ Xµ(σa) descreve matematicamente a folha mundo e nos fornece a
posic¸a˜o da corda para σ e τ espec´ıficos.
Para maior clareza das expresso˜es, estamos convencionando, neste cap´ıtulo, que
os ı´ndices gregos referem-se ao espac¸o-tempo e variam de 0 a D − 1, onde D e´ a
dimensa˜o do espac¸o-tempo, e os ı´ndices latinos referem-se a` folha mundo e assumem
os valores 0 e 1. Uma outra convenc¸a˜o usada e´ a das unidades nas quais h¯ = c = 1.
Nestas unidades, a tensa˜o da corda possui unidade de [comprimento]−2.
Precisamos obter uma forma expl´ıcita para a ac¸a˜o dada pela eq. (16). Para
isto, derivaremos uma expressa˜o integral para a a´rea de uma superf´ıcie curva (folha
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mundo), dotada de uma me´trica gene´rica gab(σ
a) e imersa em um espac¸o-tempo
D-dimensional com me´trica Gµν(X).
Dividindo a folha mundo em diversos paralelogramos infinitesimais (ver fig. 2.2)
de lados ~dτ e ~dσ, onde ~dτ e ~dσ sa˜o vetores tangentes a`s linhas de coordenadas
constantes τ e σ respectivamente. A a´rea do paralelogramo e´ dada por
dA = ‖ ~dτ × ~dσ‖ = ‖ ~dσ0 × ~dσ1‖ = ‖ ~dσ0‖‖ ~dσ1‖ sin θ (17)
onde θ e´ o aˆngulo entre ~dσ0 e ~dσ1. Usando a definic¸a˜o ‖ ~B‖2 = gabBaBb, onde ~B e´
um vetor arbitra´rio, e o fato da me´trica ser um tensor sime´trico, podemos escrever
a eq.(17) na forma
dA =
√
‖ ~dσ0‖2‖ ~dσ1‖2(1− cos2 θ)
=
√
‖ ~dσ0‖2‖ ~dσ1‖2 − (‖ ~dσ0‖‖ ~dσ1‖ cos2 θ)2
=
√
‖ ~dσ0‖2‖ ~dσ1‖2 − (‖ ~dσ0‖.‖ ~dσ1‖)2
=
√
| g00g11 − (g01)2 |dσ0dσ1. (18)
Mas | g00g11 − (g01)2 |=| det gab |=| g |, logo
dA = d2σ
√
| g | = d2σ√−g = d2σ
√
−det gab. (19)
O sinal negativo na eq. (19) aparece porque assumimos que τ e´ uma coordenada do
tipo tempo e σ e´ do tipo espac¸o. Isto nos leva a` uma me´trica (gab) indeterminada
na superf´ıcie, cujo determinante e´ menor do que zero. Enta˜o −g > 0.
Usando o fato de que a folha mundo esta´ “imersa” no espac¸o-tempo, podemos
usar a me´trica do espac¸o-tempo (Gµν(X)) para medirmos distaˆncias na superf´ıcie
da folha mundo, ou seja, obtermos uma expressa˜o para a me´trica da folha mundo
em termos da me´trica e coordenadas do espac¸o-tempo. Neste caso, chamamos esta
me´trica obtida para a folha mundo de me´trica induzida e a representamos por hab
para a diferenciarmos da me´trica gene´rica gab.
Consideremos uma distaˆncia ds no espac¸o-tempo. Em termos da me´trica do
espac¸o-tempo, o quadrado da distaˆncia entre dois pontos vizinhos Xµ e Xµ + dXµ
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Figure 2: Em cada ponto da superf´ıcie existem dois vetores de deslocamento in-
finitesimais dτ e dσ tangentes as linhas constantes τ e σ.
e´ dado por
ds2 = GµνdX
µdXν . (20)
Se os pontos Xµ e Xµ + dXµ esta˜o sobre a superf´ıcie da folha mundo, enta˜o Xµ =
Xµ(σa), e sua diferencial e´
dXµ = ∂aX
µdσa. (21)
Por outro lado, como os pontos esta˜o sobre a superf´ıcie, enta˜o ds2 pode ser escrito
em termos da me´trica induzida na superf´ıcie (hab)
ds2 = habdσ
adσb. (22)
Substituindo a eq.(21) na eq.(20) e igualando com a eq.(22) obtemos:
hab = Gµν∂aX
µ∂bX
ν . (23)
E´ importante notar que fizemos uma mudanc¸a na me´trica de gab(σ
c) para hab (X
µ(σc)).
Enta˜o, calculando as componentes da me´trica (23), obtemos as seguintes relac¸o˜es:
h00 = Gµν∂0X
µ∂0X
ν = ∂0X
µ∂0Xµ = X˙
µX˙µ = (X˙)
2
h11 = Gµν∂1X
µ∂1X
ν = ∂1X
µ∂1Xµ = X
µ
′
X
′
µ = (X
′
)2
h01 = h10 = Gµν∂0X
µ∂1X
ν = ∂0X
µ∂1Xµ = X˙
µX
′µ. (24)
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Trocando na eq.(19) a me´trica gene´rica gab pela me´trica induzida hab e usando
as componentes de hab deduzidas em (24), podemos escrever
dA = d2σ
√
− det hab = d2σ
√
−h00h11 + (h01)2 = d2σ
√
(X˙ ·X ′)2 − (X˙)2(X ′)2. (25)
Substituindo a eq.(25) na eq.(16), obtemos
SNG = −T
∫
dτdσ
√
(X˙ ·X ′)2 − (X˙)2(X ′)2 = −T
∫
dτdσ
√
−h (26)
onde h = det hab.
A ac¸a˜o dada pela eq.(26) e´ conhecida como ac¸a˜o de Nambu-Goto (NG). Sendo um
objeto geome´trico, uma a´rea, a ac¸a˜o de Nambu-Goto e´ invariante por reparametri-
zac¸a˜o, ou seja, invariante sob transformac¸o˜es de coordenadas da folha mundo,
(τ, σ) −→
(
τ
′
(τ, σ), σ
′
(τ, σ)
)
. (27)
A presenc¸a de uma raiz quadrada no integrando expressa a na˜o linearidade da
ac¸a˜o de Nambu-Goto. Devido a dificuldade de trabalharmos com esta ac¸a˜o na˜o
linear, tentaremos eliminar a raiz quadrada da eq.(26) escrevendo uma outra ac¸a˜o
classicamente equivalente.
Para isto, faremos a variac¸a˜o da ac¸a˜o de Nambu-Goto, eq.(26), onde usaremos a
variac¸a˜o de h dada por
δh = δ det hab = δe
tr ln(hab) = h tr δ ln hab = h tr
1
hab
δhab = hh
abδhab, (28)
que e´ obtida usando-se a condic¸a˜o de ortogonalidade do tensor me´trico habhbc = δ
a
c :
δSNG = −T
2
∫
dτdσ
√−hhabδhab. (29)
A variac¸a˜o em hab e´ devido a variac¸a˜o de X
µ, porque hab e´ a me´trica induzida por
Gµν . Temos como resultado da variac¸a˜o da eq.(23) e da simetria do tensor me´trico
δhab = δhba a equac¸a˜o
δhab = Gµνδ(∂aX
µ∂bX
ν) = ∂aδX
µ∂bXµ + ∂aX
µ∂bδXµ = 2∂aX
µ∂bδXµ. (30)
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Desta forma, substituindo a eq.(30) na eq.(29) e usando ∂b(
√−hhab∂aXµδXµ) =
∂b(
√−hhab∂aXµ)δXµ+
√−hhab∂aXµ∂b(δXµ), a eq.(29) pode ser colocada na forma
δSNG = −T
∫
d2σ∂b(
√−hhab∂aXµδXµ) + T
∫
d2σ∂b(
√−hhab∂aXµ)δXµ.
Pelo Teorema de Gauss, a primeira integral da equac¸a˜o acima torna-se
δSNG = −T
∫
∂Σ
dσb
√−hhab∂aXµδXµ + T
∫
d2σ∂b(
√−hhab∂aXµ)δXµ, (31)
onde ∂Σ e´ o contorno da superf´ıcie que representa a folha mundo. Com o uso da
condic¸a˜o de contorno na folha mundo δXµ|∂M = 0, ou seja, a variac¸a˜o dos campos
e´ nula no contorno que delimita a superf´ıcie, a primeira integral da eq.(31) se anula.
Da eq.(31), obtemos a equac¸a˜o de movimento para o campo Xµ, que e´ dada por
δS
δXµ
= T∂b(
√−hhab∂aXµ), (32)
onde assumimos aqui que a me´trica induzida hab na˜o depende do campo X
µ, ou
seja, hab = gab e tambe´m omitimos o ro´tulo NG da ac¸a˜o. Agora, se os campos na˜o
interagem, ou seja, a Lagrangeana na˜o apresenta termos de auto-interac¸a˜o do tipo
(XµXµ)
n enta˜o, comparando a eq.(32) com a equac¸a˜o de Euler-Lagrange
δS
δXµ
=
∂L
∂Xµ
− ∂b
(
∂L
∂(∂bXµ)
)
,
obtemos
∂b
(
∂L
∂(∂bXµ)
)
= −T∂b(
√−ggab∂aXµ).
Esta u´ltima igualdade sera´ satisfeita somente se ∂L
∂(∂bXµ)
= −T (√−ggab∂aXµ), que
por integrac¸a˜o resulta em
L = −T
2
√−ggab∂aXµ∂bXµ. (33)
Como o tensor gab e´ sime´trico, a densidade de Lagrangeana foi dividida por dois
para evitarmos contagem dupla dos ı´ndices. A ac¸a˜o respectiva e´ chamada de ac¸a˜o
de Polyakov (SP ) e e´ escrita como
SP = −T
2
∫
d2σ
√−ggab∂aXµ∂bXµ. (34)
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Esta ac¸a˜o tambe´m possui invariaˆncia por reparametrizac¸a˜o. As reparametrizac¸o˜es
locais sob as quais esta ac¸a˜o e´ invariante sa˜o
δgab = ξc∂cg
ab − ∂cξagcb − ∂cξbgac,
δXµ = ξa∂aX
µ,
δ(
√−g) = ∂a(ξa
√−g), (35)
onde ξa e´ um deslocamento infinitesimal nas coordenadas (τ, σ).
Uma outra invariaˆncia local, pelo menos no n´ıvel cla´ssico, e´ a de Weyl ou
reescalonamento conforme da me´trica da folha mundo: δXµ = 0 e δgab = Λgab, onde
Λ = Λ(τ, σ) e´ uma func¸a˜o infinitesimal arbitra´ria de σa. Existe ainda uma simetria
global que reflete a simetria do espac¸o-tempo no qual a corda esta´ se propagando.
Para o espac¸o plano, esta e´ justamente a invariaˆncia de Lorentz ou Poincare´ descrita
por δXµ = aµνX
ν + bν onde bν e´ um vetor constante e aµν = ηµρa
ρ
ν e´ um tensor anti-
sime´trico (ηµρ e´ a me´trica de Minkowski). Note que a exigeˆncia fundamental para
se obter a ac¸a˜o de Polyakov e´ que hab na˜o dependa de Xµ. Podemos mostrar que as
ac¸o˜es de Nambu-Goto e Polyakov sa˜o classicamente equivalentes mostrando que a
soluc¸a˜o cla´ssica da equac¸a˜o de movimento para gab e´ a eq.(23), isto e´, δS
δgab
∣∣∣
gab=hab=0
.
Isto e´ feito considerando que a ac¸a˜o de Polyakov e´ um invariante de Weyl (que sera´
discutido adiante) e com a restric¸a˜o que hab na˜o dependa do campo X
µ, ou seja,
quando hab = gab.
2.3 Tensor Energia-Momento
O tensor energia-momento bidimensional, que e´ representado por Tab, e´ propor-
cional a` derivada variacional da ac¸a˜o com respeito a me´trica gab da folha mundo.
Uma vez que as ac¸o˜es de Nambu-Goto e de Polyakov na˜o dependem de derivadas
da me´trica, o tensor energia-momento e´ dado por
Tab = − 2
T
1√−g
δS
δgab
= − 2
T
1√−g
∂L
∂gab
. (36)
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A densidade de lagrangeana L e´ dada pela eq.(33). Enta˜o, calculado Tab obtemos
Tab = − 2
T
1√−g
∂
∂gab
(
−T
2
√−ggcd∂cXµ∂dXµ
)
=
1
2
(
gcd
∂gcd
∂gab
)
gcd∂cX
µ∂dXµ + ∂aX
µ∂bXµ. (37)
Usando que gab = −gmn δgmnδgab , a equac¸a˜o acima torna-se
Tab = −1
2
gabg
cd∂cX
µ∂dXµ + ∂aX
µ∂bXµ. (38)
O tensor energia-momento possui duas propriedades importantes.
1 ) A primeira delas e´ que, devido a invariaˆncia de Weyl da ac¸a˜o, seu trac¸o e´
nulo. De fato,
trTab = g
abTab = g
ab∂aX
µ∂bXµ − 1
2
trgab g
cd∂cX
µ∂dXµ. (39)
Devemos enta˜o calcular trgab que aparece nesta equac¸a˜o, para isto, usaremos o fato
de que a ac¸a˜o da corda e´ um invariante de Weyl. Uma transformac¸a˜o finita de
Weyl pode ser escrita como gab −→ g′ab = eΛ(τ,σ)gab e sua inversa e´ gab −→ g′ab =
e−Λ(τ,σ)gab. Desta forma, podemos transformar a me´trica gene´rica gab na me´trica
plana de Minkowski ηab, ou seja, g
′
ab = ηab = e
Λ(σ)gab, que substituindo na expressa˜o
para o trac¸o de gab obtemos tr gab = g
abgab = η
abe−Λ(σ)ηabe
Λ(σ) = tr ηab = 2. Por-
tanto, substituindo este resultado na equac¸a˜o (39), obtemos trTab = 0.
2) A outra propriedade e´ que Tab = 0 pois, como a equac¸a˜o de movimento para
o campo gab e´ igual a zero, e Tab e´ proporcional a esta equac¸a˜o, enta˜o Tab = 0.
Estes sa˜o os dois v´ınculos cla´ssicos da teoria. No processo de quantizac¸a˜o,
tentaremos implementar estes v´ınculos quanticamente e veremos que surgira˜o re-
sultados interessantes.
2.4 Dinaˆmica da Corda Cla´ssica
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Agora, iremos obter as equac¸o˜es de movimento cla´ssicas para uma corda bosoˆnica
aberta. Partindo de uma forma geral para a ac¸a˜o (Nambu-Goto ou Polyakov)
S =
∫
d2σL =
∫
dσdτL, (40)
consideraremos o efeito de uma evoluc¸a˜o da corda entre duas configurac¸o˜es fixas
Xµ(τ1, σ) e X
µ(τ2, σ) onde τ ∈ [τ1, τ2] e σ ∈ [0, π].
Variando a ac¸a˜o (40) e integrando por partes, obtemos
δS =
∫
d2σ
δL
δXµ
δXµ +
∫
dσ
∂L
∂(∂τXµ)
δXµ
∣∣∣∣∣
τ2
τ1
+
∫
dτ
∂L
∂(∂σXµ)
δXµ
∣∣∣∣∣
σ=π
σ=0
, (41)
onde a segunda integral da eq.(41) e´ nula porque a configurac¸a˜o do sistema e´ fixa
em τ1 e τ2, ou seja, δX
µ(τ1) = δX
µ(τ2) = 0. Usando a equac¸a˜o de Euler-Lagrange
na primeira integral da eq.(41) (observando que ∂L
∂Xµ
= 0), obtemos:
δS = −
∫
d2σ∂a
(
∂L
∂(∂aXµ)
)
δXµ +
∫
dτ
∂L
∂(∂σXµ)
δXµ
∣∣∣∣∣
σ=π
σ=0
. (42)
Pelo princ´ıpio variacional, a primeira integral da eq.(42) nos fornece a equac¸a˜o
de movimento
∂a
(
∂L
∂(∂aXµ)
)
= 0, (43)
enquanto que a segunda fornece as seguintes condic¸o˜es de contorno
∂L
∂X ′µ
∣∣∣∣∣
σ=π
σ=0
= 0, ou δXµ|σ=πσ=0 = 0. (44)
Os momentos conjugados a X˙µ = ∂τX
µ e X
′µ = ∂σX
µ sa˜o
P µτ = −
∂L
∂X˙µ
e P µσ = −
∂L
∂X ′µ
(45)
respectivamente, onde P µσ e´ o fluxo de momento de uma extremidade a outra da
corda (na direc¸a˜o σ) e P µτ e´ o fluxo de momento transverso a P
µ
σ . Em termos destas
correntes de momentos, a equac¸a˜o de movimento pode ser escrita como
∂P µτ
∂τ
+
∂P µσ
∂σ
= 0, (46)
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e a primeira condic¸a˜o de contorno pode ser expressa na forma
P µσ (σ = 0)− P µσ (σ = π) = 0. (47)
Esta equac¸a˜o mostra que o fluxo do momento da corda e´ conservado, isto quer dizer
que o fluxo de momento que entra por um lado da corda e´ igual em mo´dulo ao fluxo
que sai pelo outro lado. Para uma corda aberta isto fica claro, porque e´ razoa´vel
dizer que o momento pode fluir para dentro e para fora da corda por ambas as
extremidades.
O momento total da corda e´ a integral do momento ao longo de uma curva
arbitra´ria γ que liga duas extremidades opostas da folha mundo, onde uma destas
extremidades e´ limitada pela condic¸a˜o σ = 0 e a outra pela condic¸a˜o σ = π, enta˜o:
P µ =
∫
dσP µτ + dτP
µ
σ =
∫ π
0
dσP µτ . (48)
Derivando o momento em relac¸a˜o a τ e usando a equac¸a˜o de movimento, eq.(46),
resulta
dP µ
dτ
= −
∫ π
0
dσ
∂P µσ
∂σ
= P µσ (σ = 0)− P µσ (σ = π) = 0 (49)
ou seja, o momento total e´ conservado.
2.5 Equac¸a˜o de Movimento e suas Soluc¸o˜es
Para uma ana´lise subsequ¨ente da dinaˆmica e quantizac¸a˜o da corda, faremos uma
escolha de um calibre conveniente. Esta escolha servira´ para diminuirmos os graus
de liberdade das varia´veis dinaˆmicas que aparecem explicitamente na ac¸a˜o. Em
duas dimenso˜es, uma transformac¸a˜o geral de coordenadas (σ, τ −→ σ′, τ ′) depende
de duas func¸o˜es livres, a saber, σ
′
e τ
′
. Por esta transformac¸a˜o, quaisquer duas das
treˆs componentes de h podem ser eliminadas. Uma forma conveniente de fazermos
isto e´ escolhermos uma parametrizac¸a˜o da folha mundo, tal que gab = e
Ληab, onde
ηab e´ a me´trica plana da folha mundo (ηab = diag (−1, 1)), ou seja, me´trica bi-
dimensional de Minkovski, e eΛ e´ conhecido como fator conforme. E´ sempre poss´ıvel
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fazer esta escolha, pelo menos localmente. Esta escolha e´ chamada de calibre con-
forme. Substituindo este calibre conforme na ac¸a˜o de Polyakov (34) , esta se reduz
a
S = −T
2
∫
d2σηab∂aX
µ∂bXµ, (50)
e o tensor energia-momento bidimencional
Tab = ∂aX
µ∂bXµ − ηab∂cXµ∂cXµ. (51)
Como Tab = 0, os graus de liberdade do campo X
µ esta˜o sujeitos aos seguintes
v´ınculos:
T00 = T11 =
1
2
(X˙2 +X
′2) = 0,
T10 = T01 = X˙ ·X ′ = 0. (52)
Se fizermos a variac¸a˜o da ac¸a˜o (50), esta ira´ conter um termo de volume e um
de superf´ıcie. Para assegurarmos que a ac¸a˜o seja estaciona´ria, pelo princ´ıpio da
mı´nima ac¸a˜o, ambos os termos devem ser iguais a zero e isto nos conduz a` equac¸a˜o
de movimento
✷Xµ(τ, σ) = ∂a∂aX
µ =
(
∂2
∂σ2
− ∂
2
∂τ 2
)
Xµ(τ, σ) = 0 (53)
e a condic¸a˜o de contorno perio´dica
Xµ(τ, 0) = Xµ(τ, π) (54)
para a corda fechada, ou a` condic¸a˜o de contorno para a corda aberta,
∂σX
µδXµ|π0 = 0 (55)
onde esta u´ltima pode ser satisfeita de dois modos{
∂σX
µ|π0 = 0→ condic¸o˜es de contorno de Neumann (N),
δXµ|∂M = 0→ condic¸o˜es de contorno de Dirichlet (D).
(56)
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A eq.(53) e´ uma equac¸a˜o de onda sem massa em duas dimenso˜es, cuja soluc¸a˜o
pode ser escrita de forma gene´rica como uma combinac¸a˜o dos movimentos para
direita XµR e para esquerda X
µ
L, X
µ(σa) = XµR(σ
−) + XµL(σ
+), onde σ− = τ − σ
e σ+ = τ + σ. Desta forma, e´ conveniente mudar as coordenadas da folha mundo
para coordenadas de cone de luz (σ+, σ−). Nestas novas coordenadas, o elemento de
comprimento sobre a folha mundo torna-se ds2 = −dσ+ds−, o que nos leva a dizer
que as novas componentes da me´trica plana de Minkowski sa˜o η−+ = η+− = −12
e sua inversa η−+ = η+− = 2 e η++ = η−− = η
++ = η−− = 0. As derivadas
conjugadas a σ± sa˜o ∂τ = ∂+ + ∂− e ∂σ = ∂+ − ∂−. As condic¸o˜es de contorno
(56) implicam que os movimentos para a esquerda e para direita da corda na˜o sa˜o
independentes. As soluc¸o˜es da equac¸a˜o de onda livre podem estar sujeitas tanto a`s
condic¸o˜es de contorno Neumann quanto a`s de Dirichelet, embora esta u´ltima quebre
a invariaˆncia de Poincare´. Desta forma, a u´nica soluc¸a˜o que e´ invariante de Poincare´
e´ a soluc¸a˜o na qual ambas as extremidades da corda esta˜o sujeitas a`s condic¸o˜es de
contorno Neumann, e e´ dada por
Xµ(τ, σ) = xµ + 2α
′
pµτ + i
√
2α′
∑
n 6=0
1
n
αµne
−inτ cosnσ, (57)
e a soluc¸a˜o geral compat´ıvel a` condic¸a˜o perio´dica (54) e´
Xµ(τ, σ) = xµ + 2α
′
pµτ + i
√
2α′
∑
n 6=0
1
2n
(
αµne
−2in(τ−σ) + βµne
−2in(τ+σ)
)
, (58)
sendo as componentes do movimento para a direita e para a esquerda dadas respec-
tivamente por
XµR(τ, σ) =
1
2
xµ +
1
2
2α
′
pµ(τ − σ) + i
2
√
2α′
∑
n 6=0
1
n
αµne
−2in(τ−σ), (59)
XµL(τ, σ) =
1
2
xµ +
1
2
l2pµ(τ + σ) +
i
2
l
∑
n 6=0
1
n
βµne
−2in(τ+σ), (60)
onde n e´ um inteiro, α
′
e´ o paraˆmetro de Regge que esta´ relacionado com a tensa˜o da
corda atrave´s da relac¸a˜o T = (2πα
′
)−1. αµn e β
µ
n sa˜o os coeficientes de Fourier, que
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sera˜o interpretados como coeficientes do oscilador. Deste modo, vemos que a soluc¸a˜o
para a corda fechada envolve uma superposic¸a˜o linear dos movimentos da corda para
a esquerda e para direita, com coeficientes de Fourier αµn e β
µ
n , respectivamente. E´
importante observarmos que no caso da corda fechada estes coeficientes da˜o origem
aos modos de vibrac¸a˜o para a direita e esquerda, respectivamente. As constantes xµ
e pµ sa˜o interpretadas como sendo, respectivamente, a coordenada e o momento do
centro de massa da corda. O fato de Xµ ser real exige que xµ e pµ tambe´m o sejam.
O mesmo fato nos conduz a` condic¸a˜o de αµ−n (β
µ
−n) ser o adjunto de α
µ†
n (β
µ†
n ), isto
e´, αµ†n = α
µ
−n (β
µ†
n = β
µ
−n). Esta condic¸a˜o sera´ importante para determinarmos os
colchetes de Poisson para os coeficientes αµn (β
µ
n).
Quando fixamos τ , os colchetes de Poisson para as varia´veis dinaˆmicas do sistema
sa˜o: {
Xµ(τ, σ), Xν(τ, σ
′
)
}
= 0,
{
X˙µ(τ, σ), X˙ν(τ, σ
′
)
}
= 0, (61){
P µ(τ, σ), Xν(τ, σ
′
)
}
= T
{
X˙µ(τ, σ), Xν(τ, σ
′
)
}
= δ(σ − σ′)ηµν . (62)
E´ essencial escrevermos os colchetes de Poisson para os coeficientes do oscilador αµn
e βµn , pois, quando quantizarmos a teoria, estes coeficientes sera˜o os operadores de
criac¸a˜o e destruic¸a˜o dos modos normais de vibrac¸a˜o da corda. Para isto, inserimos
a soluc¸a˜o (58) nos colchetes de Poisson (62) e obtemos
{αµm, αµn} = {βµm, βµn} = imδm+nηµν , (63)
e tambe´m
{αµm, βµn} = 0. (64)
O colchete de Poisson correspondente a`s varia´veis dinaˆmicas do centro de massa fica
sendo
{pµ, xν} = ηµν . (65)
A Hamiltoniana e´ contru´ıda por integrac¸a˜o sobre todo o comprimento da corda da
densidade de Hamiltoniana dada por H = P µτ (τ, σ)X˙µ −L. Neste calibre conforme,
gab = η
ab, a Hamiltoniana pode ser escrita em termos dos coeficientes do oscilador.
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Para a corda aberta, obtemos
H =
∫
dσH = T
2
∫ π
0
d2σ(X˙2 +X
′2) =
1
2
∞∑
−∞
αµ−nαµn =
∑
n 6=0
αµ−nαµn +
1
2
√
2α′pµpµ,
(66)
onde definimos o coeficiente αµ0 =
√
2α′pµ. Para a corda fechada, temos
H =
1
2
∞∑
−∞
(αµ−nαµn + β
µ
−nβµn) =
∑
n 6=0
(αµ−nαµn + β
µ
−nβµn) +
1
2
√
2α′pµpµ, (67)
onde para a corda fechada usamos αµ0 = β
µ
0 =
1
2
lpµ.
Podemos ainda escrever para o caso da corda aberta soluc¸o˜es da equac¸a˜o de
onda (53) sujeitas a`s outras combinac¸o˜es das condic¸o˜es de contorno em suas ex-
tremidades que na˜o sa˜o invariantes de Poincare´. Por exemplo, para uma corda
aberta sujeita a`s condic¸o˜es de contorno de Dirichlet nas duas extremidades, temos
como soluc¸a˜o
Xµ(τ, σ) =
cµ(π − σ) + dµσ
π
−
√
2α′
∑
n 6=0
(
αµn
n
e−inτ sinnσ
)
, (68)
e para condic¸o˜es de contorno mistas, temos
Xµ(τ, σ) = cµ −
√
2α′
∑
r∈Z ′
(
αµn
n
e−inτ sin nσ
)
, (caso Neumann-Dirichlet), (69)
e
Xµ(τ, σ) = dµ + i
√
2α′
∑
r∈Z ′
(
αµn
n
e−inτ cosnσ
)
, (caso Dirichlet-Neumann). (70)
Em ambos os casos, Z
′
= Z+ 1
2
, cµ e dµ sa˜o vetores constantes das duas extremidades
da corda imersa no espac¸o-tempo. Em todo o texto, a menos que seja mencionado,
estaremos trabalhando somente com a soluc¸a˜o Xµ(τ, σ) invariante por Poincare´.
2.6 Algebra de Virasoro e Estados de Massa para a Corda
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Os graus de liberdade no calibre covariante devem satisfazer na˜o somente a
equac¸a˜o de onda (53) que nos conduz aos modos de expansa˜o, como tambe´m os
v´ınculos que sa˜o originados da equac¸a˜o de movimento para gab e sa˜o consequ¨eˆncia
da invariaˆncia por reparametrizac¸a˜o da corda. Para analisarmos estes v´ınculos, e´
conveniente expressarmos as componentes do tensor energia-momento nas coorde-
nadas de cone de luz, tal que as combinac¸o˜es T++ e T−− do tensor energia-momento
bidimencional Tab sejam dadas por
T++ ≡ 1
2
(T00 + T01) = ∂+X · ∂+X,
T−− ≡ 1
2
(T00 − T01) = ∂−X · ∂−X. (71)
Escrevendo T++ e T−− desta forma, as equac¸o˜es de v´ınculo (52) podem ser es-
critas como T++=T−− = 0. Estas combinac¸o˜es das componentes do tensor energia-
momento sa˜o va´lidas tanto para a corda aberta quanto para a fechada. Vamos agora
considerar os modos de expansa˜o do v´ınculo Tab = 0.
Para a corda fechada, podemos verificar que X˙µL = X
′µ
L e X˙
µ
R = −X
′µ
R . Enta˜o,
T++ pode ser escrito somente em termos de X
µ
L e a componente T−− em termos
de XµR, ou seja, T++ = X˙
µ
LX˙µL e T−− = X˙
µ
RX˙µR. Classicamente, estamos livres
para implementarmos estes v´ınculos, mas como veremos, quanticamente qualquer
expressa˜o contendo operadores que na˜o comutam na˜o e´ bem definida sem antes
especificarmos uma prescric¸a˜o normal para os mesmos. Sendo assim, e´ u´til neste
caso trabalharmos com as componentes de Fourier de T−− e T++ para os movimentos
para direita e para a esquerda da corda fechada definidas em τ = 0, respectivamente
como
Lm =
T
2
∫ π
0
dσ
(
e−2imσT−−
)
=
T
2
∫ π
0
dσ
(
e−2imσX˙2R
)
, m 6= 0, (72)
e
Lm =
T
2
∫ π
0
dσ
(
e2imσT++
)
=
T
2
∫ π
0
dσ
(
e2imσX˙2L
)
, m 6= 0. (73)
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Em termos dos modos de Fourier, estas componentes podem ser escritas, respecti-
vamente, como
Lm =
1
2
∞∑
n=−∞
αµm−nαµn, m 6= 0, (74)
Lm =
1
2
∞∑
n=−∞
βµm−nβµn, m 6= 0, (75)
onde α0 = β0 =
1
2
√
2α′pµ. Lm e Lm sa˜o conhecidos como operadores de Virasoro
para a corda fechada. Estes dois operadores formara˜o duas a´lgebras de Virasoro in-
dependentes, uma para o movimento para a esquerda e uma para a direita. Como ja´
citamos anteriormente, as condic¸o˜es de contorno para uma corda aberta significam
que a separac¸a˜o da soluc¸a˜o da equac¸a˜o de onda em movimento para a esquerda e
para direita na˜o e´ poss´ıvel porque os mesmos na˜o sa˜o independentes. Portanto, a
expansa˜o da corda aberta envolve somente um conjunto de osciladores αµn e, con-
sequ¨entemente, iremos definir uma u´nica a´lgebra de Virasoro em vez de a´lgebras
independentes para os movimentos para a direita e para a esquerda como no caso
da corda fechada. Podemos enta˜o definir os geradores da a´lgebra de Virassoro (Lm),
tomando a combinac¸a˜o das componentes de Fourier de T++ e T−− em τ = 0 da
seguinte maneira
Lm = T
∫ π
0
dσ
(
eimσT++ + e
−imσT−−
)
=
T
2
∫ π
0
dσ
{
eimσ
(
X˙ +X
′
)2
+ e−imσ
(
X˙ +X
′
)2}
=
1
2
∞∑
−∞
αm−n · αn, (76)
onde definimos αµ0 =
√
2α′pµ. Notamos que, em particular, a Hamiltoniana para
as cordas aberta e fechada podem ser escritas, respectivamente, como H = L0 e
H = L0 + L0.
O quadrado da massa (M) de uma corda em um dado estado de oscilac¸a˜o e´ dado
por M2 = −pµpµ. A equac¸a˜o de v´ınculo L0 = L0 = 0 nos fornece uma importante
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equac¸a˜o de movimento que determinaM2 em termos dos modos internos de oscilac¸a˜o
da corda, isto e´,
M2 =
1
α′
∞∑
n=1
α−n · αn (77)
para a corda aberta, e
M2 =
2
α′
∞∑
n=1
(α−n · αn + β−n · βn) (78)
para a corda fechada. Estas equac¸o˜es sa˜o conhecidas como condic¸a˜o de concha
de massa para as cordas aberta e fechada, respectivamente. Quanticamente, estas
condic¸o˜es sera˜o modificadas devido ao efeito do ordenamento normal. Devido ao
fato de que L0 = L0 para a corda fechada, temos que os dois termos nas equac¸o˜es
(78) ou (67) da˜o contribuic¸o˜es iguais.
Os modos de Fourier do tensor energia-momento Lm e Lm sa˜o chamados de op-
eradores de Virasoro. Os pareˆnteses de Poisson dos operadores de Virassoro podem
ser calculados a partir da definic¸a˜o de Lm e dos colchetes de Poisson ja´ conhecidos
dos osciladores, eq.(63). Da definic¸a˜o de Ln, equac¸a˜o (76), temos
{Lm, Ln} = 1
4
∑
k,l
{αm−k.αk, αn−l.αl} . (79)
A identidade {AB,CD} = A {B,C}D + AC {B,C} + {A,C}DB + C {A,D}B,
mais as relac¸o˜es de comutac¸a˜o dos osciladores (63), nos levam a
{Lm, Ln} = i
4
∑
k,l
(kαm−k · αlδk+n−l + kαm−k · αn−lδk+l + (m− k)αl · αkδm−k+n−l
+(m− k)αn−l · αkδm−k+l) ,
onde δn e´ 1 se n = 0, e 0 para outros valores. Efetuando-se a soma em l a equac¸a˜o
acima se reduz a
{Lm, Ln} = i
2
∑
k
kαm−k · αk+n + i
2
∑
k
(m− k)αm−k+n · αk. (80)
24
Fazendo uma mudanc¸a de varia´veis de k → k′ = k + n na primeira soma, a eq.(80)
se reduz a` a´lgebra de Virassoro
{Lm, Ln} = i(m− n)Lm+n. (81)
Analogamente, partindo da definic¸a˜o de Lm, obtemos{
Lm, Ln
}
= i(m− n)Lm+n. (82)
Uma vez que os coeficientes αµm e β
ν
n comutam, e´ natural escrevermos que
{
Lm, Ln
}
=
0.
Apo´s o processo de quantizac¸a˜o a forma do operadores de Virasoro sera´ ligeira-
mente modificada e veremos que um termo extra surgira´ na a´lgebra de Virasoro. O
termo aparece devido a`s relac¸o˜es de comutac¸a˜o dos coeficientes de Fourier αµn e β
ν
n.
2.7 Quantizac¸a˜o Canoˆnica
Quando quantizamos a corda livre, o conteu´do de part´ıculas aparece, pois o
espac¸o de Fock da teoria de cordas conte´m va´rios estados de part´ıculas. Como
veremos, anomalias que surgira˜o na teoria devido ao ordenamento normal dos ope-
radores de criac¸a˜o e destruic¸a˜o desaparecera˜o se impormos restric¸o˜es na dimensa˜o do
espac¸o-tempo, no qual a folha mundo esta´ imersa. Existem muitos procedimentos
diferentes para se quantizar um sistema cla´ssico [17, 18, 19, 20]. Quando usados
corretamente, todos sa˜o equivalentes, embora estas equivaleˆncias na˜o sejam triviais.
Nesta sec¸a˜o, apresentaremos a quantizac¸a˜o canoˆnica, que e´ baseada em termos do
campo Xµ com restric¸o˜es f´ısicas somente no espac¸o de Fock. Tais restric¸o˜es proveˆm
de v´ınculos sobre o tensor energia-momento e da˜o origem a graus de liberdade na˜o
f´ısicos. A quantizac¸a˜o destes graus de liberdade na˜o f´ısicos sa˜o responsa´veis pelo
surgimento de estados com norma negativa (fantasmas) na teoria. A situac¸a˜o e´
ana´loga a`s condic¸o˜es de Gupta-Bleuler na eletrodinaˆmica, onde o v´ınculo cla´ssico
∂µA
µ = 0 e´ trocado pela exigeˆncia de que componentes de frequ¨eˆncia positiva dos
correspondentes operadores quaˆnticos aniquilam estados f´ısicos do fo´ton.
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Para fazermos a quantizac¸a˜o canoˆnica da teoria, usaremos o calibre conforme
onde fixamos hab = ηab (como mencionado na sec¸. 2.2.3). A escolha deve ser cuida-
dosa, pois uma vez fixado o calibre o trac¸o do tensor energia-momento e´ nulo.
No processo de quantizac¸a˜o canoˆnica, ou primeira quantizac¸a˜o, da corda bosoˆnica
cla´ssica devemos considerar os campos Xµ como operadores quanto-mecaˆnicos (isto
e´ equivalente a fazermos a transic¸a˜o da mecaˆnica cla´ssica para mecaˆnica quaˆntica
em primeira quantizac¸a˜o via relac¸o˜es canoˆnicas de comutac¸a˜o para as coordenadas
e seus momentos canonicamente conjugados). Para isto, trocaremos os pareˆnteses
de Poisson por comutadores de acordo com a relac¸a˜o { , } −→ 1
i
[ , ], ou seja,
usaremos o Princ´ıpio da Correspondeˆncia. Deste modo, obtemos as relac¸o˜es de
comutac¸a˜o a tempos iguais[
Xµ(τ, σ), Xν(τ, σ
′
)
]
=
[
X˙µ(τ, σ), X˙ν(τ, σ
′
)
]
= 0,[
P µτ (τ, σ), X
ν(τ, σ
′
)
]
= T
[
X˙µ(τ, σ), Xν(τ, σ
′
)
]
= −iδ(σ − σ′)ηµν . (83)
As componentes espaciais do campo Xµ(τ, σ) comportam-se como campos es-
calares independentes sujeitos a`s relac¸o˜es de comutac¸a˜o usuais para os campos de
Klein-Gordon. No entanto, a componente temporal X0(τ, σ) satisfaz estas relac¸o˜es
de comutac¸a˜o com o sinal trocado (negativo). Isto e´ inevita´vel se escrevermos as
relac¸o˜es de comutac¸a˜o a tempos iguais na forma covariante, uma vez que o tensor
me´trico que aparece do lado direito possui ambos os sinais. Este sinal negativo
implicara´ em uma mudanc¸a na estrutura do espac¸o de Hilbert do campo Xµ(τ, σ),
pois aparecem estados de norma negativa.
Podemos observar que o v´ınculo cla´ssico Tab = 0, os quais em termos dos cam-
pos Xµ(τ, σ) e´ representado pela eq.(71), na˜o pode ser implementado quanticamente
como uma equac¸a˜o operatorial, pois isto estara´ em conflito com as relac¸o˜es de co-
mutac¸a˜o (83). Isto significa que devemos aplicar estes v´ınculos aos estados f´ısicos.
No entanto, na˜o podemos definir um estado f´ısico |ψ〉 aceitave´l via Tab|ψ〉 = 0,
pois isto tambe´m esta´ em conflito com as relac¸o˜es de comutac¸a˜o. Para mostrar-
mos isto, realizamos o ca´lculo de [Tab, X
µ] e obtivemos os seguintes resultados:
[T00, X
µ] = [T11, X
µ] = −iT−1X˙µ e [T01, Xµ] = [T10, Xµ] = −iT−1X ′µ. Isto im-
plica que Tab e´ um operador que certamente na˜o e´ zero. Desta forma, temos uma
26
incompatibilidade entre a quantizac¸a˜o canoˆnica e a fixac¸a˜o do calibre hab = ηab.
Somente sera˜o admitidos vetores de estado para os quais o valor esperado de Tab
seja nulo
〈ψ|Tab|ψ〉 = 0. (84)
Podemos ainda separar o operador tensor energia-momento em duas partes, uma
de frequ¨eˆncia positiva T
(+)
ab e outra de frequ¨eˆncia negativa T
(−)
ab que consistem de
operadores de aniquilac¸a˜o e de criac¸a˜o, respectivamente
(
Tab = T
(+)
ab + T
(−)
ab
)
, onde(
T
(+)†
ab = T
(−)
ab
)
. Desta forma, a eq.(84) pode ser escrita como uma equac¸a˜o de auto-
valor, cuja parte de frequ¨eˆncias positivas aniquila os estados f´ısicos T
(+)
ab |ψ〉 = 0. A
correspondente condic¸a˜o adjunta e´ 〈ψ|T (−)ab = 0. Estas duas condic¸o˜es sa˜o suficientes
para garantirmos (84), pois
〈ψ|Tab|ψ〉 = 〈ψ|T (+)ab |ψ〉+ 〈ψ|T (−)ab |ψ〉 = 0. (85)
Como veremos adiante, sob certas restric¸o˜es, os estados obtidos desta forma sera˜o
livres de fantasmas.
Uma vez feita a quantizac¸a˜o canoˆnica para os campos Xµ, devemos tambe´m
escrever as relac¸o˜es de comutac¸a˜o a tempos iguais para as varia´veis canonicamente
conjugadas do centro de massa, xµ e pµ, e para os coeficientes de Fourier αµn e β
µ
n ,
que sa˜o, respectivamente,
[xµ, pν ] = iηµν , (86)
[αµm, α
ν
n] = [β
µ
m, β
ν
n] = mδm+nη
µν ,
[αµm, β
ν
n] = 0. (87)
Os coeficientes αµn e β
µ
n sa˜o interpretados como operadores de criac¸a˜o para n negativo
e operadores de destruic¸a˜o para n positivo. Todas as relac¸o˜es escritas com αµn sa˜o
va´lidas tanto para a corda aberta quanto para corda fechada, e as escritas com βµn sa˜o
va´lidas somente para a corda fechada, quando isto na˜o for verdadeiro, deixaremos
claro no texto. A imposic¸a˜o de que Xµ seja Hermitiano exige que xµ e pµ tambe´m
o sejam. O mesmo fato nos conduz a impor a condic¸a˜o de Hermiticidade conjugada
27
dos operadores para todo e qualquer valor inteiro de n, ou seja,
(αµn)
† = αµ−n e (β
µ
n)
† = βµ−n. (88)
Os operadores αµn e β
µ
n esta˜o relacionados com os operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o
(convenientemente normalizados) do oscilador harmoˆnico da forma
aµn =
1√
n
αµn e b
µ
n =
1√
n
αµn, (89)
e seus Hermitianos conjugados
aµ†n =
1√
n
αµ−n e b
µ†
n =
1√
n
βµ−n. (90)
Estas relac¸e˜s sa˜o va´lidas somente para n > 0. Os aµn’s e os b
µ
n’s obedecem as relac¸o˜es
de comutac¸a˜o padra˜o do oscilador harmoˆnico somente para µ 6= 0 e ν 6= 0, devido a`
presenc¸a do tensor me´trico ηµν , cuja componente temporal (η00) e´ negativa, ou seja,
[aµm, a
µ
n] = δm+nη
µν .
O estado fundamental do oscilador e´ definido como sendo aquele que e´ aniquilado
por αµn com n > 0, α
µ
n|0〉α = 0, para a corda aberta, e aniquilado por αµn e βµn para a
corda fechada αµn|0〉α|0〉β = βµn |0〉α|0〉β = 0. Especificando que os osciladores esta˜o
no estado fundamental, na˜o determinamos completamente o estado da corda. Um
outro grau de liberdade e´ seu momento do centro de massa pµ. Quando desejamos
enta˜o especificar completamente o estado aniquilado por αµn (β
µ
n), para n > 0, e com
momento do centro de massa pµ escrevemos |0, pµ〉α (|0, pµ〉β).
Um ponto de fundamental importaˆncia nesta teoria e´ que o espac¸o de Fock cons-
tru´ıdo por aplicac¸o˜es sucessivas do operador de criac¸a˜o aµ†m no estado fundamen-
tal |0, pµ〉α na˜o e´ positivo definido, pois as componentes temporais possuem um
sinal negativo devido a me´trica do espac¸o-tempo ser de Minkowski. As relac¸o˜es
de comutac¸a˜o destas componentes temporais sa˜o
[
a0m, a
0†
m
]
= −1 e, desta forma,
o vetor de estado a0†m |0, pµ〉α possui norma negativa, pois α〈pµ, 0|a0m, a0†m |0, pµ〉α =
α〈pµ, 0|
[
a0m, a
0†
m
]
|0, pµ〉α = −1, e o va´cuo e´ normalizado. Este mesmo argumento e´
va´lido para os operadores de criac¸a˜o, aµ†m e b
µ†
m , que geram o espac¸o de Fock a partir
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do va´cuo |0〉α|0〉β para a corda fechada. Deste modo, o espac¸o f´ısico permitido para
os estados da corda e´ um subespac¸o do espac¸o completo de Fock, e e´ especificado
por certas condic¸o˜es subsidia´rias, que sera˜o apresentadas adiante.
Para termos uma teoria causal e´ nescessa´rio que o subespac¸o f´ısico seja livre de
estados de norma negativa, que sa˜o usualmente chamados “fantasmas”. Estados de
norma negativa sa˜o estados na˜o aceita´veis fisicamente, pois esta˜o em conflito com a
interpretac¸a˜o probabil´ıstica da mecaˆnica quaˆntica. Esperamos enta˜o que os estados
fantasmas desacoplem do espac¸o de Hilbert. Verificaremos que estes fantasmas de
fato desacoplam do espac¸o de Hilbert se a dimensa˜o do espac¸o-tempo for menor ou
igual a 26, e a constante a que surge devido ao ordenamento normal for menor ou
igual a 1.
As condic¸o˜es subsidia´rias usadas para determinarmos o espac¸o dos estados f´ısicos,
que correspondem a`s equac¸o˜es cla´ssicas de v´ınculo Tab = 0, sa˜o equivalente a impor
que Lm|ψ〉 = Lm|ψ〉 = 0 para m > 0, uma vez que Lm para a corda aberta e´ definida
como sendo a componente de Fourier da combinac¸a˜o das componentes T++ e T−−
definidas em (71), e para a corda fechada Lm e Lm sa˜o definidos em termos das
componentes de Fourier de T−− e T++, respectivamente. O caso m = 0 requer um
pouco mais de cuidado, uma vez que quanticamente o operador de Virasoro (76)
apresenta problemas, pois, sendo operadores, os coeficientes αµm+n (β
µ
m+n) e α
µ
n (β
µ
n)
na˜o comutam para m = 0, surgindo deste modo o problema de ordenamento normal
nas expresso˜es para L0 e L0, que podem ser escritos como
L0 =
1
2
α20 +
∞∑
n=1
α−n · αn + a e L0 = 1
2
β20 +
∞∑
n=1
β−n · αn + a, (91)
onde a = D
2
∑∞
n=1 n e´ uma constante que aparece devido as relac¸o˜es de comutac¸a˜o.
Podemos resolver este problema definindo a expressa˜o normalmente ordenada para
L0 e L0 da forma
: L0 :=
∞∑
n=−∞
: α−n · αn := 1
2
α20 +
∞∑
n=1
α−n · αn, (92)
: L0 :=
∞∑
n=−∞
: β−n · βn := 1
2
β20 +
∞∑
n=1
β−n · βn. (93)
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Devido a esta ambigu¨idade do ordenamento normal, o v´ınculo cla´ssico H = L0 =
L0 = 0 deve ser implementado quanticamente como
(L0 − a)|ψ〉 = (L0 − a)|ψ〉 = 0. (94)
Portanto, os estados f´ısicos devem satisfazer a condic¸a˜o de Virasoro
(Lm − aδm)|ψ〉 = 0, m ≥ 0, (95)
(Lm − aδm)|ψ〉 = 0, m ≥ 0. (96)
Estas condic¸o˜es, mais as propriedades de Hermiticidade L−m = L
†
m e L−m = L
†
m,
mostram que, se |ψ〉 e |φ〉 sa˜o dois estados f´ısicos, enta˜o 〈φ|(Lm−aδm)|ψ〉 = 〈φ|(Lm−
aδm)|ψ〉 = 0, ∀m.
2.8 A´lgebra Quaˆntica de Virasoro e Estados F´ısicos
Nesta sec¸a˜o, veremos qual e´ a estrutura da anomalia que aparece na a´lgebra de
Virasoro, que classicamente e´ dada pela eq. (81), devido ao ordenamento normal dos
operadores. Todos os passos usados para obtermos a expressa˜o (81) sa˜o va´lidos tanto
no n´ıvel cla´ssico quanto no n´ıvel quaˆntico, o problema surge no segundo termo da
expressa˜o (80) para m+ n = 0, deste modo, e´ razoa´vel dizer que a a´lgebra quaˆntica
de Virasoro tem a forma
[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n + A(m)δm+n. (97)
Devemos enta˜o calcular explicitamente a forma do termo A(m). Usando a identidade
de Jacobi [Lk, [Lm, Ln]] + [Lm, [Ln, Lk]] + [Ln, [Lk, Lm]] = 0, e o fato de que A(m) =
−A(−m), que pode ser mostrado trocando-se m por n e vice-versa no comutador
(97), obtemos
(n−m)A(n+m) + (2n+m)A(m)− (n + 2m)A(n) = 0. (98)
30
Se escolhermos n = 2m e considerarmos que n 6= 0, pois se m = 0 temos que
A(0) = 0, a eq. (98) torna-se
A(3m) + 5A(m)− 4A(2m) = 0. (99)
Assumindo que A(m) tem uma forma polinomial A(m)=
∑
papm
p, enta˜o da eq.(99),
sempre que ap 6= 0, podemos obter a seguinte equac¸a˜o exponeˆncial em p, 3p + 5 −
2p+2 = 0. Para p ≥ 4, 3p comec¸a a ficar muito maior que 2p+2, enta˜o as u´nicas
soluc¸o˜es desta equac¸a˜o sa˜o p = 1 ou p = 3. Portanto, A(m) = a1m + a3m
3. Os
valores dos coeficientes a1 e a3 podem ser encontrados se calcularmos o valor esperado
do comutador [Lm, L−m] entre dois estados f´ısicos para dois valores diferentes de m.
Por simplicidade, escolhemos tal estado f´ısico como sendo o estado fundamental de
uma corda com momento do centro de massa nulo (pµ = 0) representado por |0; 0〉.
Para m = 1, obtemos que a1 = −a3 e para m = 2, obtemos 2a1 + 8a3 = 12ηµνηµν =
1
2
D. Desta forma, dos resultados obtidos para m = 1 e m = 2, obtemos que os
coeficientes a1 e a3 valem, respectivamente,
−D
12
e D
12
, portanto, A(m) = D
12
(m3−m)
e a a´lgebra quaˆntica de Virasoro torna-se
[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n + D
12
(m3 −m)δm+n, (100)
onde D e´ chamado de carga central e nos fornece a dimensa˜o do espac¸o-tempo no
qual a folha mundo esta´ imersa. Em outras palavras, nos fornece o nu´mero de
campos escalares livres na folha mundo, uma vez que o campo bidimensional Xµ
possui D componentes independentes. Isto quer dizer que cada campo escalar livre
contribui com uma unidade para a carga central.
A estrutura da a´lgebra quaˆntica de Virasoro e´ tal que L−1,L0 e L1 geram uma
subalgebra fechada, sem anomalia, isomo´rfica aos grupos SU(1,1) ou SL(2,R).
Verificaremos agora que, devido a` presenc¸a da anomalia na a´lgebra quaˆntica de
Virasoro, o v´ınculo cla´ssico Lm = 0, ∀m na˜o pode ser implementado em estados
quanto-mecaˆnicos, uma vez que,
〈ψ|[Lm, Ln]|ψ〉 = 〈ψ|L0|ψ〉+ D
12
(m3 −m)〈ψ|ψ〉. (101)
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Enta˜o, se assegurarmos que Ln|ψ〉 = 0, ∀m, enta˜o 〈ψ|[Lm, Ln]|ψ〉 = 0, o que na˜o e´
verdade. No caso da corda fechada, teremos tambe´m os operadores Ln, que comutam
com Ln e satisfaz a mesma a´lgebra de Virasoro, como na equac¸a˜o (100). Para a corda
fechada, segue-se ainda a seguinte condic¸a˜o adicional
(L0 − L0)|ψ〉 = 0. (102)
O quadrado da massa (M) de uma corda em um dado estado de oscilac¸a˜o e´ dado
por
M2 = −pµpµ. (103)
Para a corda aberta, temos:
L0 =
∞∑
n=1
αµ−nαµn + α
′
pµpµ. (104)
Enta˜o, a condic¸a˜o (94) implica que
(
∞∑
n=1
αµ−nαµn − a)|ϕ〉 = α′M2|ϕ〉, (105)
que e´ chamada condic¸a˜o de concha de massa, e o operador de massa para a corda e´
(N − a) = α′M2, (106)
onde definimos o operador nu´mero de n´ıveis como
N =
∑
n>0
Nn =
∑
n>0
αµ−nαµn. (107)
Este operador conta o nu´mero de excitac¸o˜es em um dado estado, Nn, ponderado
pelo nu´mero do osciladores. Os autovalores de N sa˜o
∑∞
n=1 nNn. Portanto, a massa
de cada estado da corda e´ determinada pelo n´ıvel de excitac¸a˜o.
A massa M dos estados f´ısicos da corda fechada pode ser obtida a partir do
v´ınculo (102). Usando L0 =
1
4
α
′
pµpµ +
∑∞
n=1 α
µ
−nαnµ e a expressa˜o L0 =
1
4
α
′
pµpµ +∑∞
n=1 β
µ
−nβnµ, este v´ınculo pode ser escrito como
M2 = −pµpµ =M2L +M2R, (108)
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onde
α
′
M2L = 2(N − a) e α
′
M2R = 2(N − a). (109)
Ainda, como consequ¨eˆncia do v´ınculo (L0−L0)|ϕ〉 = 0 para todos os estados f´ısicos
|ϕ〉, obtemos
N |ϕ〉 = N |ϕ〉
e, consequ¨entemente
M2L = M
2
R.
Este resultado nos diz que o quadrado das massas possui contribuic¸o˜es iguais para
direita e para a esquerda.
As Hamiltonianas (66) e (67) esta˜o relacionadas com os operadores de Virasoro,
respectivamente da seguinte forma:
H = L0 − a, (110)
para a corda aberta e
H = 2(L
′
0 + L
′
0) = 2(L0 + L0 − 2a), (111)
para a corda fechada.
Agora, faremos uma ana´lise das condic¸o˜es para as quais na˜o existem estados
f´ısicos de norma negativa para o caso da corda aberta. Veremos que estes estados
de norma negativa existem somente para certas regio˜es dos valores que podem ser
assumidos pelo paraˆmetro a e pela dimensa˜o D. Para isto, olharemos regio˜es do
espac¸o de Hilbert para as quais os estados f´ısicos possuem norma zero. Tais estados
f´ısicos estara˜o sempre presentes nas fronteiras que dividem o espac¸o f´ısico de Hilbert
em uma regia˜o onde os estados possuem norma positiva e outra regia˜o onde estes
vetores possuem norma negativa. Estes vetores de norma nula nos fornecera˜o os
valores cr´ıticos de a e D, para os quais o espac¸o de Hilbert esta´ livre de fantasmas.
Denotemos o estado fundamental de uma corda de momento kµ como |0; kµ〉. A
condic¸a˜o de concha de massa implica que α
′
k2 = a. Agora, consideremos o primeiro
estado excitado ξ·α−1|0; kµ〉, onde ξµ(k) e´ o vetor de polarizac¸a˜o comD componentes
33
independentes. A condic¸a˜o de concha de massa agora implica que α
′
k2 = a − 1 e
a condic¸a˜o de estado f´ısico L1|ψ〉 = 0 nos fornece ξ · k = 0. Esta condic¸a˜o nos
conduz a` D − 1 polarizac¸o˜es permitidas. A norma deste vetor de estado e´ ξ · ξ. Se
escolhermos que o vetor k se encontra no plano (0, 1), enta˜o teremos D − 2 estados
(tipo espac¸o) com polarizac¸a˜o normal ao plano e com norma positiva. Podemos
ver que os autovalores do operador de massa para o estado fundamental e para o
primeiro estado excitado sa˜o, respectivamente,
M2 = − a
α′
e M2 =
a
α′
(1− a). (112)
Analisaremos agora algumas condic¸o˜es sobre o paraˆmetro a e suas implicac¸o˜es. Se
a < 1, enta˜o M2 > 0 e, consequ¨entemente, kµ sera´ um vetor tipo tempo e podemos
escolher um sistema de refereˆncia, no qual este so´ possua componente temporal
(k0, 0, 0, . . .). Neste caso, ξ
µ e´ tipo espac¸o e possui norma positiva. Se a > 1,M2 < 0
e kµ e´ um vetor tipo espac¸o com somente coordenadas espaciais em um referencial
apropriado (0, k1, k2, · · ·) e ξµ e´ um quadrivetor tipo tempo com norma negativa. O
u´ltimo caso e´ o qual a=1, o que implica em M2 = 0 e, consequ¨entemente, kµ e´ um
vetor tipo luz, sendo assim, ξµ e´ proporcional a kµ e possui norma zero. Portanto,
uma vez que a norma de ξ · α−1|0; kµ〉 e´ ξ · ξ, obtemos a primeira condic¸a˜o para
auseˆncia de fantasmas a ≤ 1. Na fronteira onde a = 1 (estados de norma zero), a
part´ıcula vetorial e´ um fo´ton e o estado fundamental e´ um ta´quion, pois possui o
quadrado da massa negativa. O ta´quion viaja com velocidade maior que a da luz
e pode ser excitado para qualquer energia negativa, tornando desta forma a teoria
inconsistente. A presenc¸a do ta´quion mostra que o estado fundamental da teoria de
cordas, se existe e´ insta´vel.
Agora, para esta fronteira na qual a = 1, devemos examinar tambe´m quais sa˜o
os valores cr´ıticos de D. Para isto, consideremos o seguinte estado
|ψ〉 =
[
c1α−1 · α−1 + c2α0 · α−2 + c3(α0 · α−2)2
]
|0; p〉. (113)
Da condic¸a˜o de concha de massa para (L0 − a)|ψ〉 = 0, obtemos p2 = 2a − 4, logo
p2 = −2, pois a = 1. Tal estado tambe´m deve satisfazer as condic¸o˜es de estado f´ısico
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L1|ψ〉 = L2|ψ〉 = 0. A condic¸a˜o L1|ψ〉 = 0 nos conduz a` (2c1 + 2c2 − 4c3)|0; p〉 = 0
e a condic¸a˜o L2|ψ〉 = 0 a` (Dc1 − 4c2 − 2c3)|0; p〉 = 0. Desta forma, podemos dizer
que |ψ〉 somente sera´ um estado f´ısico se os coeficientes c1, c2 e c3 satisfizerem as
seguintes relac¸o˜es
c2 = c1
D − 1
5
e c3 = c1
D + 1
10
. (114)
Neste caso, a norma e´ 〈ψ|ψ〉 = 2c21
25
(D − 1)(26−D), de onde podemos observar que
o espectro e´ livre de fantasmas para D ≤ 26.
Esta ana´lise realizada aqui para a corda aberta pode ser estendida para a corda
fechada, desde que um estado de uma corda fechada pode ser escrito como um pro-
duto tensorial de dois estados de corda aberta, podemos tomar duas co´pias ideˆnticas
dos nossos resultados para a corda aberta. O estado fundamental da corda fechada
e´ um ta´quion, cuja massa e´ dada po M2 = −4/α′ e com todas as consequ¨eˆncias
que vimos para o caso da corda aberta. Os demais estados podem ser constru´ıdos
por aplicac¸o˜es de um nu´mero igual de operadores de criac¸a˜o no va´cuo dos setores
esquerdo e direito.
2.9 Quantizac¸a˜o no Calibre de Cone de Luz
Fixando o calibre conforme, na˜o eliminamos totalmente as simetrias de calibre
da ac¸a˜o da corda, o que nos possibilita impor condic¸o˜es adicionais de calibre que
reduzam o nu´mero de componentes na˜o-triviais de Xµ e nos conduzam somente
aos graus de liberdade dinaˆmicos. Podemos verificar que ainda resta uma simetria
residual, pois a ac¸a˜o em um calibre conforme possui ainda uma invariaˆncia por
reparametrizac¸a˜o das coordenadas da folha mundo
(σ, τ) −→ (σ˜(σ, τ), τ˜ (σ, τ)), (115)
onde (σ, τ) e (σ˜, τ˜ ) sa˜o sistemas de coordenadas ortogonais sobre a folha mundo.
Usaremos esta simetria residual para impor uma condic¸a˜o de calibre extra que,
como veremos, na˜o e´ covariante, mas muito conveniente, pois nos conduz a uma
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teoria livre de fantasmas. Esta invariaˆncia deve ser compat´ıvel com os v´ınculos
gerados pelo tensor energia-momento. Usando a regra da cadeia, estes dois sistemas
de coordenadas podem ser relacionados na forma
∂Xµ
∂τ
=
∂Xµ
∂τ˜
∂τ˜
∂τ
+
∂Xµ
∂σ˜
∂σ˜
∂τ
,
∂Xµ
∂σ
=
∂Xµ
∂τ˜
∂τ˜
∂τ
+
∂Xµ
∂σ˜
∂σ˜
∂σ
. (116)
Enta˜o, impondo que o lado esquerdo destas equac¸o˜es devam satisfazer os v´ınculos
de Virasoro, equac¸o˜es (71), obtemos as seguintes equac¸o˜es diferenciais para as novas
coordenadas: (
∂2
∂τ 2
− ∂
2
∂σ2
)
σ˜ = 0, (117)
e similarmente, (
∂2
∂τ 2
− ∂
2
∂σ2
)
τ˜ = 0. (118)
Portanto, os v´ınculos implicam que σ˜ e τ˜ satisfazem as mesmas equac¸o˜es de movi-
mento, no calibre conforme, que as coordenadas espac¸o-temporais Xµ(σ, τ). Isto
significa que podemos identificar σ˜ ou τ˜ como sendo uma das componentes de Xµ.
Podemos fazer uma reparametrizac¸a˜o tal que uma das coordenadas na folha mundo
seja ideˆntica a uma das coordenadas espac¸o-temporais. A escolha na qual Xµ e´
ideˆntica a τ nos conduz ao calibre de cone de luz como segue.
Se X0 e´ a dimensa˜o temporal do espac¸o-tempo, para um espac¸o-tempo D-
dimensional enta˜o temos D − 1 dimenso˜es espaciais. Definamos as coordenadas
do cone de luz X+ e X− como:
X± =
1√
2
(X0 ±XD−1). (119)
Existe uma grande diferenc¸a entre estas e as coordenadas de cone de luz intro-
duzidas anteriormente para folha mundo. No espac¸o-tempo temos um total de D
coordenadas e (119) envolve somente duas delas, a saber, X0 e XD−1, de um modo
arbitra´rio e na˜o covariante. Na folha mundo, existem somente duas coordenadas,
desta forma a escolha de σ± na˜o e´ arbitra´ria. Neste sistema de coordenadas, o
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produto escalar de dois vetores V = (V +, V −, V i) e U = (U+, U−, U i) e´ definido
como
U.V = U+V − + U−V + − U iV i, (120)
onde o ı´ndice i vai de 1 a D − 2, e os ı´ndices sa˜o levantados e abaixados de acordo
com a regra: V + = −V−, V − = −V+, V i = Vi. Estas regras nos dizem que as
componentes da me´trica sa˜o ηij = 1 e η+− = η−+ = −1. A ide´ia ba´sica do calibre
de cone de luz e´ escolhermos a direc¸a˜o de X+ ao longo de τ˜ , desta forma X+ deve
satisfazer a mesma equac¸a˜o de movimento para τ˜ , cuja soluc¸a˜o pode ser escolhida
como
X+ = x+ + l2p+τ , (121)
onde p+ e x+ sa˜o, respectivamente, o momento e a coordenada do centro de massa
da corda no calibre do cone de luz. Com esta escolha, usaremos os v´ınculos para
encontrar X−.
A soluc¸a˜o da equac¸a˜o de movimento (53) para uma corda aberta com a condic¸a˜o
de contorno de Neumann e´
Xµ = xµ + 2α
′
pµτ + i
√
2α′
∑
n 6=0
1
n
αµne
inτ cosnσ, (122)
e a componente temporal do momento canonicamente conjugado no calibre conforme
e´
P µτ =
∂L
∂X˙µ
= TX˙µ. (123)
Notemos enta˜o que as condic¸o˜es de contorno (71) podem ser escritas, respectiva-
mente, como:
P µτ X
′
µ = 0, (124)
P µτ Pτµ + T
2X
′µX
′
µ = 0. (125)
Nas coordenadas do cone de luz, a componente temporal da corrente de momento
P µτ pode ser escrita como
P±τ = TX˙
±, (126)
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e as derivadas temporais e espaciais da soluc¸a˜o (121) sa˜o, respectivamente,
X˙+ = l2p+ e X
′+ = 0. (127)
Enta˜o, a componente + da equac¸a˜o (126) torna-se
P+τ = 2α
′
Tp+. (128)
Logo, para o primeiro v´ınculo, equac¸a˜o (124), obtemos
P µτ X
′
µ = P
+
τ X
−′ + P−τ X
′+ − P iτX
′
i = 2α
′
Tp+X−
′ − P iτX
′
i = 0, (129)
que, em termos das componentes i da corrente de momento P µτ pode ser escrito
como
X−
′
=
1
2α′Tp+
P iτX
′
i =
1
2α′p+
X˙ iX
′
i . (130)
Ja´ o segundo v´ınculo e´ dado por:
P µτ Pτµ + T
2X
′µX
′
µ = 0
2P+τ P
−
τ − P iτP iτ + 2T 2X+
′
X−
′ − T 2X ′iX
′
i = 0
2P+τ P
−
τ = T
2X
′
iX
′
i + P
i
τP
i
τ
4α
′
Tp+P−τ = T
2X
′
iX
′
i + T
2X˙ iX˙ i
P−τ =
T
4α′p+
[
(X˙ i)2 + (X
′
i)
2
]
X˙− =
1
4α′p+
[
(X˙ i)2 + (X
′
i)
2
]
. (131)
Logo, o primeiro v´ınculo determina X−
′
e o segundo X˙−. Deste modo, podemos
combinar estes dois v´ınculos na forma abaixo para obtermos uma u´nica expressa˜o
que e´ equivalente aos v´ınculos de Virasoro (71)
X˙− +X−
′
=
1
4α′p+
(
X˙ i +X
′
i
)2
. (132)
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Nas coordenadas do cone de luz, a componente X− da expansa˜o para Xµ e´
X− = x− + 2α
′
p−τ + i
√
2α′
∑
n 6=0
1
n
α−n e
−inτ cosnσ. (133)
A combinac¸a˜o das suas derivadas espacial e temporal, e definindo α−0 = lp
−, fornece
X˙− +X−
′
= 2α
′
p−τ +
√
2α′
∑
n 6=0
α−n e
−inτe−inσ
X˙− +X−
′
=
√
2α′
∞∑
n=−∞
α−n e
−inτe−inσ. (134)
Da mesma forma, a componente X i da expansa˜o para Xµ e´
X i = xi + 2α
′
piτ + i
√
2α′
∑
n 6=0
1
n
αine
−inτ cosnσ. (135)
E definindo αi0 =
√
2α′pi, podemos escrever
(
X˙ i +X
′
i
)2
= 2α
′
∞∑
m=−∞
∞∑
l=−∞
αimα
i
le
−i(m+l)τ e−i(m+l)σ. (136)
Portanto, substituindo as equac¸o˜es (134) e (136) na equac¸a˜o (132) e fazendo a
seguinte mudanc¸a dos ı´ndices n = m + l, esta combinac¸a˜o de v´ınculos pode ser
escrita como
α−n =
1
4α′p+
∞∑
m=−∞
αimα
i
n−m, (137)
que e´ uma forma alternativa de escrevermos os v´ınculos de Virasoro. Em resumo,
implementando o calibre do cone de luz e fixando X+, pudemos resolver X+ e X−
em termos de X i e α−n em termos de α
i
n, uma vez que escolhemos a soluc¸a˜o X
+ de
modo que α−n=0 para n 6= 0. Portanto, este calibre nos conduz somente a graus de
liberdade transversais X i.
A densidade de Lagrangeana em um calibre conforme e´
L = −T
2
(X˙µX˙µ −X ′µX ′µ)
39
e a Lagrangeana
L =
∫
dσL = −T
2
∫
dσ(X˙µX˙µ −X ′µX ′µ).
No calibre do cone de luz, X+ e´ especificado e X− e´ eliminado. X i deve satisfazer
a mesma equac¸a˜o de onda que Xµ em um calibre covariante. Enta˜o, a Lagrangeana
no calibre de cone de luz e´
Lgcl = −T
2
∫
dσ((X˙ i)2 − (X ′i)2). (138)
Integrando a expressa˜o para a densidade de Hamiltoniana H = P µτ ·Xµ−L, obtemos
a Hamiltoniana correspondente no calibre de cone de luz
Hgcl =
T
2
∫
dσ
(
(X˙ i)2 + (X
′
i)
2
)
=
1
2T
∫
dσ
(
(P˙ iτ )
2 + T 2(X
′
i)
2
)
= 2α
′
p+
∫
dσP−τ
= 2α
′
p+p−, (139)
onde usamos a equac¸a˜o (132). Em termos dos modos de expansa˜o de Fourier, p+ e
p− podem ser escritos, respectivamente, como
p+ =
1
4α′α−0
∞∑
m=−∞
αimα
i
−m e p
− =
α−0√
2α′
. (140)
Logo a Hamiltoniana acima torna-se
Hgcl =
1
2
∞∑
m=−∞
αimα
i
−m. (141)
Agora iremos quantizar a teoria, para isto X i(τ, σ) e P iτ sera˜o tratados como
operadores quaˆnticos e, consequ¨entemente, os modos de Fourier sera˜o quantizados.
Os comutadores destes operadores em tempos iguais sa˜o
[X i(τ, σ), P jτ (τ, σ
′
)] = iδijδ(σ − σ′),
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[X i(τ, σ), Xj(τ, σ
′
)] = [P iτ (τ, σ), P
j
σ(τ, σ
′
)] = 0,
[x−, p+] = −i, (142)
[x−, X i] = [x−, P jτ ] = [p
+, X i] = [p+, P iτ ] = 0.
Das expresso˜es para X i e P jτ nas relac¸o˜es de comutac¸a˜o acima, podemos mostrar
que:
[αin, α
j
m] = nδ
ijδn+m. (143)
Como na quantizac¸a˜o canoˆnica, no´s podemos interpretar estes coeficientes de
Fourier quantizados como um conjunto de osciladores harmoˆnicos quaˆnticos se iden-
tificarmos
αi−n = (α
i
n)
†, n > 0, (144)
e tambe´m temos problemas de divergeˆncia da Hamiltoniana devido a na˜o comu-
tatividade dos operadores αim e α
i
−m. Para resolvermos este problema, devemos
ordenar normalmente os operadores que aparecem na Hamiltoniana, e explicita-
mente separarmos a divergeˆncia constante, que representa a energia de ponto zero
dos osciladores, da seguinte forma
H =
1
2
∞∑
m=−∞
: αimα
i
−m : −a, (145)
onde das relac¸o˜es de comutac¸a˜o (143) temos
a = −D − 2
2
∞∑
n=1
n. (146)
Podemos regularizar esta divergeˆncia escolhendo um me´todo particular chamado
regularizac¸a˜o da func¸a˜o ζ , com ζ(s) =
∑∞
n=1 n
−s, que e´ anal´ıtica para s = −1.
Enta˜o
a = −D − 2
2
ζ(−1) = D − 2
24
. (147)
O estado fundamental, ou va´cuo da corda, e´ definido por
αin|0; p〉α = 0, n > 0, (148)
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epiop|0; p〉α = pi|0; p〉α. (149)
Iremos frequentemente nos referir ao estado |0; p〉α como |0〉α em situac¸o˜es onde os
momentos da corda na˜o teˆm importaˆncia. Estados excitados, vetores no espac¸o de
Fock, sa˜o criados por aplicac¸o˜es sucessivas dos operadores de criac¸a˜o (αin)
† = αi−n,
n > 0, no estado de va´cuo |0〉α .
Os estados f´ısicos de uma part´ıcula podem ser classificados de acordo com sua
massa. As massas sa˜o autovalores de um operador massa relacionado com o mo-
mento de uma part´ıcula pela condic¸a˜o de concha de massa: M2 = −pµpµ. O
quadrado da massa da corda e´ o autovalor do operador M2 definido como
M2 = pµpµ
= 2p+p− − pipi
= 2πTHgcl − φTαi0αi0
= πT
(
∞∑
m=−∞
: αimα
i
−m : −2a− αi0αi0
)
= πT
∑
m6=0
: αimα
i
−m : −2a

= 2πT (N − a), (150)
onde
N =
∞∑
m=1
αi−mα
i
m
e´ o operador nu´mero usual que conta o nu´mero de excitac¸o˜es no estado. Esta e´ a
mesma condic¸a˜o de concha de massa encontrada no tratamento covariante, exceto
que somente os modos transversais contribuem para N .
O quadrado da massa da corda no estado fundamental, (N = 0), e´
M2|0〉 = −2φTa|0〉 = M20 |0〉. (151)
Como a > 0, isto nos conduz a uma teoria na˜o-causal, uma vez que o va´cuo possui
o quadrado da massa negativa. A part´ıcula representada por este estado e´ chamada
de tachyon.
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No calibre de cone de luz, quantizamos somente os graus de liberdade dinaˆmicos,
excluindo enta˜o a possibilidade da existeˆncia de estados de norma negativa (fantas-
mas). No entanto, para quantizarmos somente estes graus de liberdade dinaˆmicos
quebramos a covariaˆncia de Lorentz manifesta.
Agora, vamos examinar o primeiro estado excitado, ou seja, um estado contendo
uma excitac¸a˜o transversal de um oscilador, αi−1|0〉α . Este conjunto de estados
forma um vetor com D − 2 componentes f´ısicas transversalmente polarizadas. A
falta de componentes longitudinais e a eliminac¸a˜o de duas componentes na˜o f´ısicas
via transformac¸o˜es de calibre, como no caso do fo´ton no calibre de Coulomb, e´ uma
caracter´ıstica de campos de massa nula. Isto implica que este estado deve possuir
massa nula se a invariaˆncia de Lorentz for mantida. A massa deste estado e´ obtida
aplicando o operador de massa (150) no va´cuo |0〉α e resultando o seguinte autovalor
M2 = 2πT (1− a). (152)
O estado tera´ massa nula somente se a = 1. Portanto, da equac¸a˜o (147) obtemos
que a dimensa˜o do espac¸o-tempo e´ D = 26.
Os geradores de Lorentz sa˜o
Mµν =
∫ φ
0
dσMµντ =
∫ φ
0
dσ (XµP ντ −XνP µτ ) , (153)
onde Mµντ e´ a componente τ da corrente conservada associada a` simetria de Lorentz
da ac¸a˜o da corda. Classicamente, estes geradores satisfazem a` a´lgebra de Lorentz
[Mµν ,Mσρ] = iηνσMµρ − iηµσMνρ − iηνρMµσ + iηµρMνσ. (154)
Esta simetria pode ser verificada se fizermos uma transformac¸a˜o infinitesimal de
Lorentz, δXµ = δΛµνXν , na ac¸a˜o da corda. Uma vez que esta e´ uma operac¸a˜o de
simetria, δS = 0, a corrente e´ conservada. Mµν e´ a carga associada a esta corrente.
No calibre covariante onde a componente τ da corrente de momento e´ dada por
P µτ = TX˙
µ, os geradores de Lorentz sa˜o
Mµν = T
∫ φ
0
dσ
(
XµX˙ν −XνX˙µ
)
. (155)
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Substituindo os modos de expansa˜o dos campos Xµ, equac¸a˜o (57) nesta expressa˜o
e efetuando a integrac¸a˜o obtemos:
Mµν = xµpν − xνpµ − i
∞∑
n=1
1
n
(
αµ−nα
ν
n − αν−nαµn
)
. (156)
Classicamente, as componentesM−i destes geradores satisfazem a seguinte relac¸a˜o
de comutac¸a˜o
[M−i,M−j ] = 0, (157)
e o comutador quaˆntico correspondente e´
[M−i,M−j ] =
2
(p+)2
∞∑
n=1
[
m
(
1− 1
24
(D − 2)
)
+
1
m
(
1
24
(D − 2)− a
)] (
αi−mα
j
m − αj−mαim
)
.
(158)
Para a teoria permanecer invariante por transformac¸o˜es de Lorentz, o lado direito
deste comutador deve ser zero. Para isto, devemos ter a dimensa˜o cr´ıtica do espac¸o-
tempo D = 26 e a = 1.
Agora, analisaremos a corda fechada no calibre de cone de luz. Esta ana´lise
seguira´ a mesma linha que a usada para a corda aberta. Os modos de expansa˜o da
corda fechada sa˜o dados pela equac¸a˜o (58). No calibre de cone de luz, a componente
X+ do campo ainda e´ dado pela equac¸a˜o (121). Isto implica, se compararmos as
equac¸o˜es (58) e (121), que
α+n = β
+
n = 0 (159)
para n 6= 0. Podemos subtrair a equac¸a˜o (130) da (131) para obter a seguinte
combinac¸a˜o entre os v´ınculos de Virasoro:
X˙− −X−′ = 1
4α′p+
(
X˙ i −X ′i
)2
. (160)
A componente X− da expansa˜o da soluc¸a˜o Xµ no calibre covariante e´
X−(τ, σ) = X−R (τ, σ) +X
−
L (τ, σ), (161)
onde
X−R =
1
2
x− + α
′
p−(τ − σ) + i
2
√
2α′
∑
n 6=0
1
n
α−n e
−2in(τ−σ), (162)
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eX−L =
1
2
x− + α
′
p−(τ + σ) +
i
2
√
2α′
∑
n 6=0
1
n
β−n e
−2in(τ+σ). (163)
Enta˜o, substituindo esta soluc¸a˜o nas equac¸o˜es de v´ınculo (132) e (160), teremos,
respectivamente
X˙− +X−
′
=
√
2α′(α−0 − β−0 ) + 2
√
2α′
∞∑
n=−∞
β−n e
−2in(τ+σ), (164)
e
X˙− −X−′ =
√
2α′(β−0 − α−0 ) + 2
√
2α′
∞∑
n=−∞
α−n e
−2in(τ−σ), (165)
onde definimos
α−0 + β
−
0 = p
−
√
2α′. (166)
Analogamente para o caso da corda aberta, podemos definir
αi0 = β
i
0 =
√
2α′pi
2
(167)
e, a partir dos v´ınculos, obter as componentes α−l e β
−
l em termos das componentes
αil e β
i
l , respectivamente, como segue:
α−l =
1√
2α′p+
∞∑
n=−∞
αilα
i
l−n , β
−√
2α′
=
1
lp+
∞∑
n=−∞
βilβ
i
l−n. (168)
Desta forma, a Hamiltoniana cla´ssica (139) no calibre de cone de luz para a corda
fechada e´
Hlcg = 2α
′
p+p− =
∞∑
n=−∞
(
αinα
i
−n + β
i
nβ
i
−n
)
(169)
e a expressa˜o cla´ssica para o quadrado da massa da corda aberta e´
M2 = pµpµ
= 2p+p− − pipi
= 4πT
∞∑
m=1
(
αimα
i
−m + β
i
mβ
i
−m
)
. (170)
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Para quantizarmos a corda fechada, precisamos impor relac¸o˜es de comutac¸a˜o
ana´logas a`s relac¸o˜es (142). Enta˜o, se substituirmos a componente i da soluc¸a˜o para
a corda fechada, equac¸a˜o (58), obtemos as seguintes relac¸o˜es de comutac¸a˜o entre os
osciladores
[αin, α
j
m] = [β
i
n, β
j
m] = nδ
ijδn+m e [α
i
n, β
j
m] = 0,
onde αi−n e β
i
−n para n > 0 atuam como operadores de criac¸a˜o e, α
i
n e β
i
n como
operadores de destruic¸a˜o. Como na quantizac¸a˜o aparecem problemas de divergeˆncia,
precisamos introduzir o ordenamento normal em todas as quantidades definidas
anteriormente em termos dos operadores de criac¸a˜o e destruic¸a˜o.
α−l =
1√
2α′p+
∞∑
n=−∞
: αinα
i
−n : −a
β−l =
1√
2α′p+
∞∑
n=−∞
: βinβ
i
−n : −a
H =
∞∑
n=−∞
(
: αinα
i
−n : + : β
i
nβ
i
−n : −2a
)
M2 = 4πT (N + N˜ − 2a),
onde
N =
∞∑
n=1
αi−nα
i
n e N˜ =
∞∑
n=1
βi−nβ
i
n.
Como na teoria para a corda aberta, a exigeˆncia de que no calibre de cone de
luz a teoria seja invariante por Lorentz requer que D = 26 e a = 1. Para a corda
fechada, o estado de va´cuo que satisfaz
αin|0〉α|0〉β = βin|0〉α|0〉β = 0, n > 0 (171)
e´ um tachyon. O pro´ximo estado permitido possui um modo de excitac¸a˜o para a
direita balanceado por um modo de excitac¸a˜o para a esquerda,
αi−1β
i
−1|0〉α|0〉β, (172)
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e possui massa nula. Podemos tambe´m tomar uma combinac¸a˜o de estados que seja
sime´trica e de trac¸o nulo e que se transforme como uma part´ıcula de spin 2 sem
massa. Esta combinac¸a˜o de estados e´ a seguinte(
1
2
(αi−1β
j
−1 + α
j
−1β
i
−1)− αi−1βi−1
)
|0〉α|0〉β, (173)
e a identificaremos com o gra´viton. O trac¸o do estado escalar αi−1β
i
−1|0〉α|0〉β e´
chamado de dilaton. Os estados restantes no espectro da corda fechada sa˜o massivos,
M2 > 0.
A corda aberta livre na˜o conte´m o gra´viton. Quando adicionamos interac¸o˜es,
uma corda aberta pode auto-interagir juntando suas extremidades. Deste modo,
uma teoria para a corda aberta com interac¸a˜o conte´m necessariamente um setor de
corda fechada, e deste modo, o gra´viton.
3 Dinaˆmica de Campos Te´rmicos
Geralmente, na˜o encontramos na natureza sistemas completamente isolados, mas
sim em contato no mı´nimo com um reservato´rio te´rmico (estes sistemas podem
estar tambe´m em contato com um reservato´rio de part´ıculas). Deste fato, surge a
necessidade de termos uma teoria de campos a` temperatura finita para descrevermos
tais sistemas.
Existem diversos formalismos para se introduzir temperatura em teorias de cam-
pos. Aqui, em particular, apresentaremos o formalismo desenvolvido inicialmente
por Umezawa e Takahashi [1] conhecido como Dinaˆmica de Campos Te´rmicos (DCT).
Neste formalismo e´ definido um va´cuo te´rmico, |0(β)〉, tal que o valor esperado neste
va´cuo de um operador Hermitiano A coincida com sua me´dia estat´ıstica
〈A〉 = Z−1(β)tr [e−βHA] = 〈0(β)|A|0(β)〉, (174)
onde H = H − µN , Z(β) = tr [e−βH] e β = 1
kBT
sendo H a Hamiltoniana total, µ o
potencial qu´ımico, N o nu´mero de part´ıculas e kB a constante de Boltzmann. Esta
ide´ia foi inspirada na proposta de Matsubara [2] de que, a me´dia estat´ıstica de um
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operador 〈A〉 tem propriedades semelhantes a`s do valor esperado deste operador no
va´cuo 〈0|A|0〉 em teoria quaˆntica de campos. Como veremos, estados de va´cuo em
diferentes temperaturas sa˜o conectados uns aos outros atrave´s de uma transformac¸a˜o
de Bogoliubov.
3.1 Dinaˆmica de Campos Te´rmicos - Formalismo Canoˆnico
A ide´ia central em DCT e´ expressar me´dias estat´ısticas de uma varia´vel dinaˆmica
A como o valor esperado deste operador em um va´cuo dependente da temperatura
[1, 6, 7]. Sendo assim, devemos construir tal va´cuo de modo que a equac¸a˜o (174)
seja satisfeita para uma varia´vel dinaˆmica arbitra´ria A
〈0(β)|A|0(β)〉 = Z−1(β)∑
n
〈n|A|n〉e−βωn, (175)
onde, por simplicidade, iremos supor que os autovalores de H sa˜o discretos e sua
equac¸a˜o de autovalor e´ dada por H|n〉 = ωn|n〉. Os auto-estados |n〉 sa˜o ortonor-
malizados de modo que 〈n|m〉 = δnm.
Expandindo o estado de va´cuo |0(β)〉 em termos de uma base |n〉 do espac¸o de
Hilbert na forma
|0(β)〉 =∑
n
|n〉〈n|0(β)〉 =∑
n
fn(β)|n〉, (176)
onde usamos a completeza do nosso espac¸o de Hilbert, e substituindo no lado es-
querdo da equac¸a˜o (175), obtemos
∑
n
f ∗n(β)〈n|A
∑
m
fm(β)|m〉 = Z−1(β)
∑
n
〈n|A|n〉e−βωn ,
∑
n,m
f ∗n(β)fm(β)〈n|A|m〉 = Z−1(β)
∑
n
〈n|A|n〉e−βωn,
∑
n,m
f ∗n(β)fm(β)〈n|A|m〉 = Z−1(β)
∑
n,m
δnm〈n|A|m〉e−βωn,
f ∗n(β)fm(β) = Z
−1(β)e−βωnδnm. (177)
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Esta relac¸a˜o na˜o faz sentido, pois os coeficientes da expansa˜o (176) sa˜o escalares
complexos e estes na˜o possuem a propriedade de ortogonalidade entre si como ex-
pressa esta relac¸a˜o. Portanto, se mantivermos o espac¸o de Hilbert original, tal
estado (|0(β)〉) na˜o podera´ ser constru´ıdo. No entanto, a relac¸a˜o (177) mostra uma
estrutura vetorial (ortogonalidade) e, portanto, os coeficientes da expansa˜o devem
ser vetores. Em outras palavras, o estado |0(β)〉 devera´ ser um vetor expandido por
|n〉 e fn(β).
Para constru´ırmos um estado que satisfac¸a a equac¸a˜o (175) devemos dobrar os
graus de liberdade da teoria. Isto e´ feito introduzindo um sistema dinaˆmico na˜o
f´ısico representado por um estado |m˜〉 (chamado de espac¸o til) ortogonal e com as
mesmas caracter´ısticas do sistema f´ısico original, por exemplo, energia, nu´mero de
part´ıculas. Denotaremos, enta˜o, todas as quantidades associadas a este sistema na˜o
f´ısico com um til. A Hamiltoniana deste sistema H˜ e o espac¸o dos vetores de estado
|n˜〉 obedecem as seguintes relac¸o˜es
H˜|n˜〉 = ωn|n˜〉, 〈n˜|m˜〉 = δmn,
onde, como definimos anteriormente, ωn e´ o mesmo do sistema f´ısico.
O vetor de estado do sistema total e´ constru´ıdo a partir do produto direto dos
vetores de estado de cada um dos sistemas, f´ısico e na˜o f´ısico, |n, m˜〉 = |n〉 ⊗ |m˜〉.
Desta forma, os elementos de matriz dos operadores A e A˜ sa˜o dados respectivamente
por
〈m˜, n|A|n′, m˜′〉 = 〈n|A|n′〉δmm′ , 〈m˜, n|A˜|n′ , m˜′〉 = 〈m˜|A˜|m˜′〉δnn′. (178)
Definindo o coeficiente vetorial da expansa˜o (176) como
fn(β) = e
−βωn/2Z−1/2(β)|n˜〉, (179)
podemos verificar que a relac¸a˜o (177) e´ satisfeita:
f ∗n(β)fm(β) = e
−βωn/2Z−1/2(β)〈n˜|e−βωm/2Z−1/2(β)|m˜〉
= e−
β
2
(ωn+ωm)Z−1(β)〈n˜|m˜〉
= Z−1e−βωn(β)δnm.
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Ainda, usando a definic¸a˜o (179), podemos construir o estado de va´cuo te´rmico a
partir da equac¸a˜o (176) como segue:
|0(β)〉 =∑
n
e−βωn/2Z−1/2(β)|n˜〉 ⊗ |n〉 =∑
n
e−βωn/2Z−1/2(β)|n, n˜〉. (180)
A expressa˜o da func¸a˜o de partic¸a˜o Z(β) =
∑
n e
−βωn〈n|n〉 = tr [e−βH] pode
ser obtida exigindo-se que o estado |0(β)〉 satisfac¸a a condic¸a˜o de normalizac¸a˜o
〈0(β)|0(β)〉 = 1 como segue
〈0(β)|0(β)〉 = ∑
n
e−βωn/2Z−1/2(β)〈n˜, n|∑
m
e−βωm/2Z−1/2(β)|m, m˜〉
=
∑
n,m
e−
β
2
(ωn+ωm)Z−1(β)〈n˜, n|m, m˜〉
=
∑
n,m
e−
β
2
(ωn+ωm)Z−1(β)〈n|m〉δnm
=
∑
n
e−βωnZ−1(β)〈n|n〉 = 1.
Obtemos enta˜o
Z(β) =
∑
n
e−βωn〈n|n〉 = tr [e−βH]. (181)
Verificaremos, agora, que o valor me´dio de um operador A no estado de va´cuo
te´rmico obtido, equac¸a˜o (180), esta´ de acordo com a hipo´tese de Umezawa, eq. (175)
〈0(β)|A|0(β)〉 = Z−1/2(β)∑
n
e−βωn/2〈n˜, n|AZ−1/2(β)∑
m
e−βωm/2|m, m˜〉
= Z−1(β)
∑
n,m
e−
β
2
(ωn+ωm)〈n|A|m〉δnm
= Z−1(β)
∑
n
e−βωn〈n|A|n〉.
Podemos notar que na construc¸a˜o dos estados |0(β)〉 aparece o produto direto
dos vetores |n〉 e |n˜〉, e como verificado acima, o vetor |n˜〉 seleciona o elemento
diagonal do observa´vel A.
Portanto, mostramos que podemos introduzir um estado de va´cuo dependente da
temperatura tal que a me´dia estat´ıstica de qualquer operador pode ser identificado
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com o valor esperado do operador neste estado. Mas, isto implica obrigatoriamente
em uma duplicac¸a˜o do espac¸o de Hilbert. Por outro lado, a vantagem se encontra no
fato de que podemos usar as te´cnicas de uma teoria de campos a` temperatura nula
nesta teoria a` temperatura finita. Usaremos agora um sistema de bo´sons livres como
exemplo para ilustrar como construir um conjunto completo de vetores ortonormais
ao qual pertence o vetor |0(β)〉. Veremos tambe´m como construir o espac¸o de Fock
usando este exemplo.
3.2 Ensemble de Bo´sons Livres com Frequ¨eˆncia ω
Vamos agora detalhar o formalismo da DCT atrave´s de um exemplo simples.
Consideremos um oscilador bosoˆnico de frequ¨eˆncia ω descrito por um par de varia´veis
complementares a e a† na˜o Hermitianas, cuja Hamiltoniana e´
H = ωa†a, (182)
com a e a† satisfazendo as seguintes relac¸o˜es de comutac¸a˜o
[a, a†] = aa† − a†a = 1 e [a, a] = [a†, a†] = 0. (183)
O espac¸o de Hilbert e´ de dimensa˜o infinita e os auto-estados de H podem ser
constru´ıdos baseados nas relac¸o˜es de comutac¸a˜o (183). Os estados sera˜o rotulados
por um ı´ndice inteiro n:
H|n〉 = ωn|n〉 n = 0, 1, 2, . . . ,∞. (184)
Partindo do estado |n〉, encontramos que a†|n〉 e a|n〉 sa˜o tambe´m auto-estados da
Hamiltoniana, mas com o autovalor da energia deslocado de um quantum, ou seja,
Ha†|n〉 = ωa†aa†|n〉 = ωa†(1 + a†a)|n〉 = (ωn + ω)a†|n〉 (185)
e
Ha|n〉 = (ωn − ω)a|n〉. (186)
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O estado fundamental |0〉 e´ definido como sendo o estado de menor energia
poss´ıvel, que implica em
a|0〉 = 0.
Qualquer auto-estado do oscilador pode ser constru´ıdo atrave´s de aplicac¸o˜es suces-
sivas do operador de criac¸a˜o, a†, no estado fundamental, ou seja
|n〉 = 1√
n!
(a†)n|0〉.
Portanto, o conjunto de estados ortonormais e´
|0〉, 1√
1!
a†|0〉 = |1〉, 1√
2!
a†a†|0〉 = |2〉, . . . , 1√
n!
(a†)n|0〉 = |n〉 . . . .
Mostraremos agora como construir o vetor de estado |0(β)〉 para este sistema.
De acordo com a nossa discussa˜o geral da DCT feita na sec¸a˜o anterior, devemos
introduzir um sistema fict´ıcio, ideˆntico ao sistema original, descrito pela Hamiltoni-
ana
H˜ = ωa˜†a˜,
onde a˜ e a˜† satisfazem as mesmas relac¸o˜es de comutac¸a˜o expressa pela equac¸a˜o (183)
[a˜, a˜†] = 1 e [a˜, a˜] = [a˜†, a˜†] = 0.
Assumimos ainda que todas as varia´veis complementares do sistema real comutam
com as varia´veis do sistema fict´ıcio, ou seja,
[a, a˜] = [a†, a˜†] = [a, a˜†] = [a†, a˜] = 0.
Analogamente ao sistema f´ısico, teremos que os vetores de estado ortogonais sa˜o
|0˜〉, 1√
1!
a˜†|0˜〉 = |1˜〉, 1√
2!
a˜†a˜†|0˜〉 = |n˜〉, . . . , 1√
n!
(a˜†)n|0˜〉 = |n˜〉 . . .
e, como o sistema fict´ıcio deve possuir as mesmas caracter´ısticas do sistema f´ısico,
os autovalores da Hamiltoniana H˜ sa˜o nω, onde n = 0, 1, 2, . . . ,∞ . Os vetores de
estado ortogonais do sistema composto (produto direto dos estados |n〉 e |n˜〉 ) sera˜o
|0〉〉, a†|0〉〉, a˜†|0〉〉, a†a˜†|0〉〉, 1
n!
(a†)n(a˜†)n|0〉〉, . . . (187)
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onde estamos denotando
|0, 0˜〉 = |0〉 ⊗ |˜0〉 = |0〉〉.
Assim sendo, podemos construir o estado |0(β)〉, como indicado pela equac¸a˜o (180),
da seguinte forma
|0(β)〉 = ∑
n
e−βωn/2Z−1/2(β)|n, n˜〉
=
∑
n
e−βωn/2Z−1/2(β)
1
n!
(a†)n(a˜†)n|0〉〉. (188)
Podemos ainda obter a func¸a˜o de partic¸a˜o para este sistema, exigindo a ortonor-
malizac¸a˜o do estado |0(β)〉 encontrado
〈0(β)|0(β)〉 = Z−1(β)∑
m,n
〈〈0| 1
n!
(a˜)n(a)ne−β(ωn+ωm)/2
1
m!
(a†)m(a˜†)m|0〉〉
= Z−1(β)
∑
m,n
〈〈0| 1
n!
(a˜)n(a)ne−β(ωn+ωm)/2
1
m!
(a†)m(a˜†)m|0〉〉
= Z−1(β)
∑
m,n
e−β(ωn+ωm)/2〈n˜, n|m, m˜〉
= Z−1(β)
∑
m,n
e−β(ωn+ωm)/2〈n|m〉δm,n
= Z−1(β)
∑
n
e−βωn〈n|n〉
= Z−1(β)
∑
n
e(−βω)
n〈n|n〉
= Z−1(β)
1
1− e−βω = 1,
de forma que
Z(β) =
1
1− e−βω .
Usando esta func¸a˜o de partic¸a˜o, e rearranjando os termos, podemos reescrever o
estado de va´cuo te´rmico, equac¸a˜o (188), na forma
|0(β)〉 =
√
1− e−βω
∞∑
n=0
e−
β
2
nω 1
n!
(
a†a˜†
)n |0〉〉
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=
√
1− e−βω
∞∑
n=0
e(−
β
2
ω)
n 1
n!
(
a†a˜†
)n |0〉〉
=
√
1− e−βω
∞∑
n=0
1
n!
(
e−
β
2
ωa†a˜†
)n |0〉〉
=
√
1− e−βω exp
(
e−
β
2
ωa†a˜†
)
|0〉〉.
Mostraremos agora que o estado de va´cuo te´rmico |0(β)〉 pode ser mapeado no
va´cuo total |0〉〉 em T = 0 por uma dada transformac¸a˜o de Bogoliubov. Para isto
definimos
u(β) = (1− e−βω)− 12 =
√
1 + fB(ω) = cosh θ(β) (189)
e
υ(β) = (eβω − 1)− 12 =
√
fB(ω) = sinh θ(β) (190)
onde fB e´ a distribuic¸a˜o de Bose [15]. Podemos enta˜o verificar que
u2(β)− υ2(β) = 1. (191)
Usando estas definic¸o˜es, podemos escrever o vetor de estado |0(β)〉 como
|0(β)〉 = u(β)−1 exp
[
e−βω/2
(1− e−βω)1/2
(1− e−βω)1/2a
†a˜†
]
|0〉〉
= u(β)−1 exp
( 1
(eβω − 1)
)1/2
(1− e−βω)1/2a†a˜†
 |0〉〉
= u(β)−1 exp
(
υ(β)
u(β)
a†a˜†
)
|0〉〉,
onde usamos as equac¸o˜es para u(β) e v(β) definidas anteriormente.
Podemos ainda definir o seguinte operador Hermitiano
G(θ) = G(θ)† = −iθ(β)(a˜a− a†a˜†), (192)
onde θ(β) e´ um paraˆmetro real que depende da temperatura definido em (189) e
(190), tal que o operador U(θ) = e−iG(θ) seja unita´rio. Este operador gera o va´cuo
te´rmico a partir do espac¸o dobrado como segue
|0(β)〉 = e−iG(θ)|0〉〉. (193)
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A transformac¸a˜o que liga o estado de va´cuo te´rmico ao va´cuo duplicado a` tempe-
ratura nula e´ chamada de transformac¸a˜o de Bogoliubov, equac¸a˜o (193), e o ger-
ador desta transformac¸a˜o, equac¸a˜o (192), e´ chamado operador de Bogoliubov. Esta
afirmac¸a˜o de que o estado |0(β)〉 pode ser colocado na forma (193) esta´ demonstrado
no apeˆndice A.
Dadas as seguintes relac¸o˜es de comutac¸a˜o
[G, a] = −iθ(β)a˜†, [G, a˜] = −iθ(β)a†, [G, a†] = −iθ(β)a˜, [G, a˜†] = −iθ(β)a
podemos ver que os operadores de destruic¸a˜o na temperatura finita sa˜o tambe´m
gerados por estas transformac¸o˜es unita´rias, transformac¸o˜es de Bogoliubov, como
segue
a(β) = e−iGaeiG
= a− i
1!
[G, a] +
(i)2
2!
[G, [G, a]]− (i)
3
3!
[G, [G, [G, a]]] +
(i)4
4!
[G, [G, [G, [G, a]]]] + ....
=
(
∞∑
n=0
θ2n(β)
2n!
)
a−
(
∞∑
n=0
θ2n+1(β)
(2n+ 1)!
)
a˜†
= cosh θ(β)a− sinh θ(β)a˜†
= u(β)a− υ(β)a˜† (194)
e
a˜(β) = e−iGa˜eiG
= a− i
1!
[G, a˜] +
(i)2
2!
[G, [G, a˜]]− (i)
3
3!
[G, [G, [G, a˜]]] +
(i)4
4!
[G, [G, [G, [G, a˜]]]] + ....
=
(
∞∑
n=0
θ2n(β)
2n!
)
a˜−
(
∞∑
n=0
θ2n+1(β)
(2n+ 1)!
)
a˜†
= cosh θ(β)a˜− sinh θ(β)a†
= u(β)a˜− υ(β)a† (195)
e seus Hermitianos conjugados (operadores de criac¸a˜o) sa˜o respectivamente
a†(β) = e−iGaeiG = u(β)a† − υ(β)a˜, (196)
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a˜†(β) = e−iGa˜†eiG = u(β)a˜† − υ(β)a. (197)
Abaixo esta˜o expressos a e a† em termos dos operadores te´rmicos, os quais foram
obtidos simplesmente invertendo as equac¸o˜es (194), (195), (196) e (197)
a = u(β)a(β) + υ(β)a˜†(β) , a† = u(β)a†(β) + υ(β)a˜(β)
a˜ = u(β)a˜(β) + υ(β)a†(β) , a˜† = u(β)a˜†(β) + υ(β)a(β).
Os operadores te´rmicos podem tambe´m ser obtidos de um modo geral se definir-
mos o seguinte dubleto como
A =
 a
a˜†
 , (198)
enta˜o podemos escrever
A(β) =
 a(β)
a˜†(β)
 = U(θ)AU †(θ) = U(θ)A
=
 cosh θ(β) − sinh θ(β)
− sinh θ(β) cosh θ(β)
 a
a˜†
 , (199)
com θ(β) dado por (189) e (190) e
U(θ) =
 cosh θ(β) − sinh θ(β)
− sinh θ(β) cosh θ(β)
 =
 u(β) −υ(β)
−υ(β) u(β)
 . (200)
A me´dia estat´ıstica do operador nu´mero N = a†a pode ser calculada usando os
operadores dependentes da temperatura, isto e´,
〈0(β)|a†a|0(β)〉 = 〈0(β)|
(
u(β)a†(β) + υ(β)a˜(β)
) (
u(β)a(β) + υ(β)a˜†(β)
)
|0(β)〉
= 〈0(β)|u2(β)a†(β)a(β) + υ2(β)a˜(β)a˜†(β)
+ u(β)υ(β)
(
a†(β)a˜†(β) + a(β)a˜(β)
)
|0(β)〉
= υ2(β)〈0(β)|0(β)〉 = υ2(β) = 1
eβω − 1 = fB(β) (201)
que e´ exatamente a distribuic¸a˜o de Bose que aparece nas equac¸o˜es (189) e (190).
Vemos que a construc¸a˜o de Umezawa nos conduz a um resultado conhecido da
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mecaˆnica estat´ıstica. Mais adiante, obteremos outros resultados, tais como a en-
tropia e a energia livre de Helmholtz.
Definidos os operadores de criac¸a˜o e destruic¸a˜o te´rmicos, podemos mostrar que
o vetor de estado |0(β)〉 e´ realmente o va´cuo te´rmico, pois
a(β)|0(β)〉 = e−iGaeiG|0(β)〉 = e−iGaeiGe−iG|0〉〉 = e−iGa|0〉〉 = 0 (202)
e
a˜(β)|0(β)〉 = e−iGa˜eiG|0(β)〉 = e−iGa˜eiGe−iG|0〉〉 = e−iGa˜|0〉〉 = 0, (203)
onde usamos as transformac¸o˜es de Bogoliubov, equac¸o˜es (193), (194) e (195), para
obtermos o va´cuo e os operadores de destruic¸a˜o te´rmicos em termos dos respec-
tivos operadores a` temperatura nula. Verificamos portanto que o estado |0(β)〉 e´
aniquilado por operadores de destruic¸a˜o te´rmicos. Podemos enta˜o pensar neste como
sendo um estado de va´cuo te´rmico. Finalmente, podemos construir o espac¸o te´rmico
de Hilbert atrave´s de aplicac¸o˜es sucessivas dos operadores de criac¸a˜o te´rmicos no
va´cuo te´rmico. Das equac¸o˜es (189) e (190), podemos ainda obter
tanh θ(β) = e−βω/2 (204)
de modo que (202) e (203) possam ser escritas, respectivamente, da seguinte forma:
a|0(β)〉 = e−βω/2a˜†|0(β)〉 = e−βHˆ/2a˜†|0(β)〉 (205)
e
a˜|0(β)〉 = e−βω/2a†|0(β)〉 = e−βHˆ/2a†|0(β)〉. (206)
Juntas, elas conduzem as regras de conjugac¸a˜o til que sera˜o apresentadas adiante.
No entanto, tais vetores de estados na˜o sa˜o auto-estados das Hamiltonianas
dos sistema f´ısico e fict´ıcio, entretanto podemos construir uma nova Hamiltoniana
(Hˆ) envolvendo H e H˜ da qual estes sa˜o auto-estados. Usando as equac¸o˜es que
nos fornecem os operadores em T = 0 em func¸a˜o dos operadores em T 6= 0 e a
equac¸a˜o (191) podemos escrever esta nova Hamiltoniana como
Hˆ = H − H˜ = ω
(
a†a− a˜†a˜
)
= ω
(
a†(β)a(β)− a˜†(β)a˜(β)
)
. (207)
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Isto mostra que a Hamiltoniana total e´ invariante por transformac¸o˜es de Bogoliubov,
logo, o gerador e´ conservado
[G,H ] = 0. (208)
Podemos pensar nesta Hamiltoniana como sendo a que governa a dinaˆmica do sis-
tema combinado (real e fict´ıcio).
4 Formalismo Lagrangeano para os Campos Livres
Na sec¸a˜o anterior, estudamos um sistema quanto-mecaˆnico simples a` tempera-
tura finita no formalismo da DCT. Agora, iremos analisar uma teoria de campos a`
temperatura finita neste formalismo. Como exemplo, vamos considerar um campo
de Schro¨dinger em 3+1 dimenso˜es. Para isto, faremos uma breve exposic¸a˜o dos con-
ceitos de campos cla´ssicos e quantizac¸a˜o canoˆnica dos campos usando como exemplo
o campo de Schro¨dinger.
Consideraremos um sistema descrito pela densidade de lagrangeana do campo
de Schro¨dinger [16] livre
L(~x, t) = iψ∗ψ˙ − 1
2m
∇ψ∗∇ψ. (209)
Neste caso, devemos considerar as func¸o˜es ψ(~x, t) e ψ∗(~x, t) como campos indepen-
dentes. Fazendo a variac¸a˜o da ac¸a˜o, obteremos duas equac¸o˜es independentes de
Euler-Lagrange
∂L
∂ψ
−∇ ∂L
∂(∇ψ) −
∂
∂t
∂L
ψ˙
= 0 ,
∂L
∂ψ∗
−∇ ∂L
∂(∇ψ∗) −
∂
∂t
∂L
ψ˙∗
= 0. (210)
Podemos verificar que estas equac¸o˜es de Euler-Lagrange nos conduzem a`s seguintes
equac¸o˜es de movimento
i
∂ψ
∂t
= − 1
2m
∇2ψ e i∂ψ
∗
∂t
=
1
2m
∇2ψ∗, (211)
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que sa˜o respectivamente a equac¸a˜o de Schro¨dinger livre e seu complexo conjugado.
Para introduzirmos o formalismo Hamiltoniano, sera´ necessa´rio introduzirmos os
campos canonicamente conjugados associados aos campos ψ(~x, t) e ψ∗(~x, t) que sa˜o
respectivamente definidos por
φ(~x, t) =
∂L
∂ψ˙
= iψ∗(~x, t) e φ∗(~x, t) =
∂L
∂ψ˙∗
= 0, (212)
portanto, existem somente dois campos independentes ψ(~x, t) e φ(~x, t). A densidade
de Hamiltoniana e´
H = φψ˙ − L = 1
2m
∇ψ∗∇ψ (213)
que depois de uma integrac¸a˜o por partes nos conduz a` Hamiltoniana
H =
∫
d3xH =
∫
d3xψ∗(~x, t)
(
− 1
2m
∇2
)
ψ(~x, t). (214)
Os colchetes de Poisson a tempos iguais sa˜o
{ψ(~x, t), φ(~x′, t)} = δ3(~x− ~x′), (215)
{ψ(~x, t), ψ(~x′, t)} = {φ(~x, t), φ(~x′, t)} = 0. (216)
No processo de quantizac¸a˜o canoˆnica, os campos cla´ssicos ψ(~x, t) e φ(~x, t) sa˜o
trocados pelos operadores ψˆ(~x, t) e φˆ(~x, t) = iψˆ†(~x, t), onde o campo complexo
ψ∗(~x, t) foi trocado pelo operador de campo Hermitiano adjunto ψˆ†(~x, t). Trocamos
tambe´m os pareˆnteses de Poisson por comutadores de acordo com a relac¸a˜o
{ , } −→ 1
i
[ , ]. (217)
Desta forma, as relac¸o˜es de comutac¸a˜o a tempos iguais sa˜o
[ψˆ(~x, t), ψˆ†(~x′, t)] = δ3(~x− ~x′) (218)
[ψˆ(~x, t), ψˆ(~x′, t)] = [ψˆ†(~x, t), ψˆ†(~x′, t)] = 0. (219)
Este procedimento e´ chamado Princ´ıpio da Correspondeˆncia [17]. A evoluc¸a˜o dinaˆmica
dos operadores de campo e´ dada pelas equac¸o˜es de movimento de Heisenberg
i
˙ˆ
ψ = [ψˆ, Hˆ ] e i
˙ˆ
φ = [φˆ, Hˆ ]. (220)
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Usando as relac¸o˜es de comutac¸a˜o para os operadores de campo, e estas equac¸o˜es
de movimento, podemos obter a equac¸a˜o de Schro¨dinger. Para verificarmos isto, u-
saremosDx como abreviac¸a˜o para o operador diferencial de Schro¨dinger livre definido
como
Dx = − 1
2m
∇2 (221)
enta˜o
i
˙ˆ
ψ = [ψˆ, Hˆ]
=
∫
d3x
′
[ψˆ(~x, t), ψˆ†(~x′, t)Dx′ψˆ(~x′, t)]
=
∫
d3x
′
(
[ψˆ(~x, t), ψˆ†(~x′, t)]Dx′ ψˆ(~x, t) + ψˆ†(~x′, t)Dx′ [ψˆ(~x, t), ψˆ(~x′, t)]
)
= Dxψˆ(~x, t). (222)
Portanto, o operador de campo tambe´m satisfaz a equac¸a˜o de Schro¨dinger livre e
dependente do tempo
i
∂ψˆ
∂t
= − 1
2m
∇2ψˆ. (223)
Introduziremos o sistema fict´ıcio (denotado com til), o qual e´ descrito pela den-
sidade de Lagrangeana convenientemente definida como [1]
L˜(~x, t) = −iψ˜∗ ˙˜ψ − 1
2m
∇ψ˜∗∇ψ˜. (224)
A raza˜o para o sinal negativo no primeiro termo da densidade de Lagrangeana acima
tornarse-a claro em breve. O momento canonicamente conjugado ao campo ψ˜(x, t)
e´ dado por
φ˜(~x, t) =
∂L˜
∂
˙˜
ψ
= −iψ˜∗(~x, t). (225)
Como no caso do sistema f´ısico real, o momento canonicamente conjugado ao campo
ψ˜∗(~x, t) e´ nulo, existindo somente dois campos independentes ψ˜(~x, t) e φ˜(~x, t). A
densidade de Hamiltoniana para este sistema fict´ıcio e´
H˜ = φ˜ ˙˜ψ − L˜ = 1
2m
∇ψ˜∗∇ψ˜ (226)
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e os colchetes de Poisson a tempos iguais sa˜o
{ψ˜(~x, t), φ˜(~x′ , t)} = δ3(~x− ~x′), (227)
{ψ˜(~x, t), ψ˜(~x′ , t)} = {φ˜(~x, t), φ˜(~x′ , t)} = 0, (228)
ale´m disso
{ψ(~x, t), ψ˜(~x′ , t)} = {ψ˜(~x, t), ψ†(~x′ , t)} = 0. (229)
Analogamente ao processo de quantizac¸a˜o canoˆnica feito para os campos cla´ssicos
do sistema f´ısico, ψ˜(~x, t) e φ˜(~x, t) sa˜o trocados pelos operadores
ˆ˜
ψ(~x, t) e
ˆ˜
φ(~x, t) =
i
ˆ˜
ψ
†
(~x, t). Desta forma, as relac¸o˜es de comutac¸a˜o a tempos iguais sa˜o
[
ˆ˜
ψ(x, t),
ˆ˜
ψ
†
(~x′, t)] = δ3(~x− ~x′) (230)
[
ˆ˜
ψ(~x, t),
ˆ˜
ψ(~x′, t)] = [
ˆ˜
ψ
†
(~x, t),
ˆ˜
ψ
†
(~x′, t)] = 0 (231)
e tambe´m
[ψˆ(~x, t),
ˆ˜
ψ
†
(~x′, t)] = [ψˆ(~x, t),
ˆ˜
ψ(~x′, t)] = 0. (232)
A evoluc¸a˜o dinaˆmica dos operadores de campo e´ dada pelas equac¸o˜es de movimento
de Heisenberg e conduz a`s equac¸o˜es Schro¨dinger livre.
De agora em diante, trataremos somente do sistema quantizado, sendo assim,
omitiremos o s´ımbolo ˆ para os operadores, e passaremos a usa´-lo somente para
notarmos quantidades relacionadas ao sistema total (f´ısico e fict´ıcio), se houver
alguma excessa˜o deixaremos claro no texto.
O sistema total e´ caracterizado pela densidade de Lagrangeana Lˆ(~x, t)
Lˆ(~x, t) = L(~x, t)− L˜(~x, t), (233)
e os momentos canoˆnicos do sistema total sa˜o
∂Lˆ
∂ψ˙
= iψ†(~x, t) ,
∂Lˆ
∂
˙˜
ψ
= iψ˜†(x, t), (234)
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e a densidade de Hamiltoniana total e´
Hˆ = H− H˜ = 1
2m
(
∇ψ†∇ψ −∇ψ˜†∇ψ˜
)
. (235)
A Hamiltoniana total e´ dada pela integrac¸a˜o sobre todo o espac¸o das coordenadas
da densidade de Hamiltoniana total, a qual denotamos como
Hˆ =
∫
d3x(H− H˜) = H − H˜. (236)
Esta Hamiltoniana total tambe´m satisfaz as equac¸o˜es de movimento de Heisenberg,
ou seja,
iψ˙ = [ψ, Hˆ] = [ψ,H ] , i
˙˜
ψ = [ψ˜, Hˆ] = −[ψ˜, H˜]. (237)
Os operadores de campo de Schro¨dinger ψ e ψ˜, podem ser representados em
termos de uma decomposic¸a˜o de Fourier em uma base de ondas planas como segue
ψ(~x, t) =
1√
V
∑
~k
ei
~k·~xψ~k(t) =
1√
V
∑
~k
ei
~k·~xe−iω~kta~k , (238)
ψ˜(~x, t) =
1√
V
∑
~k
e−i
~k·~xψ˜~k(t) =
1√
V
∑
~k
e−i
~k·~xeiω~kta˜~k , (239)
e seus respectivos Hermitianos conjugados sa˜o
ψ†(~x, t) =
1√
V
∑
~k
e−i
~k·~xψ†~k(t) =
1√
V
∑
~k
e−i
~k·~xeiω~kta†~k , (240)
e
ψ˜†(~x, t) =
1√
V
∑
~k
ei
~k·~xψ˜†~k(t) =
1√
V
∑
~k
ei
~k·~xe−iω~kta˜†~k (241)
onde a energia e´ discretizada e dada por ω~k =
|~k|2
2m
, devido ao fato da quantizac¸a˜o ser
realizada em uma caixa cu´bica de volume finito V (constante de normalizac¸a˜o) do
espac¸o que nos conduz a valores discretos de ~k. Usando estas expanso˜es em termos
das componentes de Fourier (operadores de criac¸a˜o e destruic¸a˜o), a Hamiltoniana
total Hˆ pode ser escrita como
Hˆ =
∑
~k
ω~k(a
†
~k
a~k − a˜†~ka˜~k). (242)
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O espac¸o de Hilbert para o sistema combinado e´ constru´ıdo de maneira seme-
lhante a` da sec¸a˜o anterior, ou seja, podemos definir o va´cuo te´rmico como
|0(β)〉 =∑
n~k
∑
~k
e
−βωn~k
/2
Z−1/2(β)|n~k, n˜~k〉, (243)
onde a func¸a˜o de partic¸a˜o do sistema e´ agora dada por
Z(β) =
∑
~k
1
1− e−βω~k . (244)
O gerador das transformac¸o˜es que nos permite mapear os operadores te´rmicos nos
operadores em T = 0 e´
G = −i∑
~k
θ~k(a
†
~k
a˜†~κ − a˜~κa~k), (245)
o qual nos conduz formalmente ao operador unita´rio
U(θ) = e−iG(θ) = e
−
∑
~k
θ~k(a
†
~k
a˜†
~k
−a˜~ka~k). (246)
Este operador unita´rio ira´ conectar o va´cuo te´rmico ao va´cuo original de um modo
padra˜o (transformac¸a˜o de Bogoliubov), ou seja, usaremos o gerador G dado pela
equac¸a˜o (245) para definir o espac¸o de Fock transformado atrave´s do novo va´cuo
|0(β)〉 = U(θ)|0(β)〉 = e−iG|0〉〉
= exp
∑
~k
θ~k(a
†
~k
a˜†~k − a˜~ka~k)
|0〉〉
=
∏
~k
exp
(
θ~k(a
†
~k
a˜†~k − a~ka˜~k)
)
|0〉〉
=
∏
~k
[
cosh−1θ~k(β) exp (tanhθ~k(β)a
†
~k
a˜†~k)
]
|0〉〉. (247)
onde
u~k(β) = (1− e−βω~k)−
1
2 =
√
1 + fB(ω~k) = cosh θ~k(β) (248)
e
υ~k(β) = (e
βω~k − 1)− 12 =
√
fB(ω~k) = sinh θ~k(β) (249)
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Usando as equac¸o˜es (194) e (195), podemos verificar que estes operadores podem
ser mapeados na forma a~k(β)
a˜†~k(β)
 = U(θ~k)
 a~k
a˜†~k

=
 cosh θ~k(β) − sinh θ~k(β)
− sinh θ~k(β) cosh θ~k(β)
 a
a˜†
 (250)
com θ~k(β) dado por (248)e (249). Alternativamente, isto pode ser escrito em termos
das varia´veis de campo como segue: ψ~k(t, β)
ψ˜†~k(t, β)
 = U(θ~k)
 ψ~k(t)
ψ˜†~k(t)
 =
 cosh θ~k(β) − sinh θ~k(β)
− sinh θ~k(β) cosh θ~k(β)
 ψ~k(t)
ψ˜†(t)
 .
(251)
Podemos ainda escrever esta u´ltima expressa˜o na forma de duas equac¸o˜es, a saber,
a~k(β) = e
−iGa~ke
iG = a~k cosh θ~k(β)− a˜†~k sinh θ~k(β), (252)
a˜~k(β) = e
−iGa˜~ke
iG = a˜~k cosh θ~k(β)− a†~k sinh θ~k(β) . (253)
e substitu´ı-las na Hamiltoniana total, equac¸a˜o (242), e usar a equac¸a˜o (191) para
mostrarmos que, como no caso da Hamiltoniana total para a part´ıcula dada pela
equac¸a˜o (207), a Hamiltoniana total e´ invariante por transformac¸o˜es de Bogoliubov
Hˆ =
∑
~k
ω~k
(
a†~k(β)a~k(β)− a˜
†
~k
(β)a˜~k(β)
)
(254)
e portanto o gerador e´ conservado
iG˙ = [G, Hˆ] = 0. (255)
Os estados de uma part´ıcula sa˜o a†~k(β)|0(β)〉 = e−iGa
†
~k
eiGe−iG|0〉〉 = e−iGa†~k|0〉〉,
a˜†~k(β)|0(β)〉 = e−iGa˜
†
~k
eiGe−iG|0〉〉 = e−iGa˜†~k|0〉〉, e assim por diante. Notemos enta˜o
que na˜o somente o estado de va´cuo pode ser obtido por uma transformac¸a˜o de
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Bogoliubov, mas tambe´m qualquer estado de part´ıcula. Ainda, usando a propriedade
a|0〉〉 = a˜|0〉〉 = 0, podemos verificar que o estado |0(β)〉 e´ realmente o va´cuo te´rmico:
a~k(β)|0(β)〉 = e−iGa~keiGe−iG|0〉〉 = e−iGa~k|0〉〉 = 0, (256)
a˜~k(β)|0(β)〉 = e−iGa˜~keiGe−iG|0〉〉 = e−iGa˜~k|0〉〉 = 0. (257)
Se substituirmos a equac¸a˜o (252) em (256) e no resultado obtido substituirmos
a transformac¸a˜o inversa da equac¸a˜o (252) obtemos um resultado importante rela-
cionado ao novo estado de va´cuo:
a†~k(β)|0(β)〉 =
1
cosh θ~k(β)
a†~k|0(β)〉 =
1
sinh θ~k(β)
a˜~k|0(β)〉. (258)
Da mesma forma, podemos substituir a equac¸a˜o (253) em (257) e em seguida a
transformac¸a˜o inversa de (253) no resultado obtido por esta substituic¸a˜o e obtermos
a˜†~k(β)|0(β)〉 =
1
cosh θ~k(β)
a˜†~k|0(β)〉 =
1
sinh θ~k(β)
a~k|0(β)〉. (259)
Ale´m disso, da invariaˆncia da Hamiltoniana total temos
Hˆ|0(β)〉 =∑
~k
ω~k
(
a†~k(β)a~k(β)− a˜
†
~k
(β)a˜~k(β)
)
|0(β)〉 = 0. (260)
Definindo o operador nu´mero total de part´ıculas Nˆ como
Nˆ = N − N˜ = ∑
~k
(a†~ka~k − a˜
†
~k
a˜~k)
=
∑
~k
[
u2(β)
(
a†~k(β)a~k(β)− a˜
†
~k
(β)a˜~k(β)
)
− υ2(β)
(
a†~k(β)a~k(β)− a˜
†
~k
(β)a˜~k(β)
)]
=
∑
~k
[(
u2(β)− v2(β)
) (
a†~k(β)a~k(β)− a˜
†
~k
(β)a˜~k(β)
)]
=
∑
~k
(
a†~k(β)a~k(β)− a˜
†
~k
(β)a˜~k(β)
)
(261)
onde usamos a equac¸a˜o (191). Desta forma, a Hamiltoniana total pode ser escrita
como
Hˆ =
∑
~k
Nˆ~kω~k, (262)
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onde Nˆ~k = a
†
~k
(β)a~k(β)− a˜†~k(β)a˜~k(β). Logo, da equac¸a˜o (260) temos um importante
resultado:
〈0(β)|Hˆ|0(β)〉 = 〈0(β)|(H − H˜)|0(β)〉 = 〈0(β)|H|0(β)〉 − 〈0(β)|H˜|0(β)〉 = 0 (263)
logo
〈0(β)|H|0(β)〉 = 〈0(β)|H˜|0(β)〉, (264)
que demostra a nossa suposic¸a˜o de que a energia do sistema fict´ıcio e´ igual a do
sistema f´ısico. Da equac¸a˜o (261) obtemos ainda
〈0(β)|Nˆ |0(β)〉 = 〈0(β)|(N − N˜)|0(β)〉 = 〈0(β)|N |0(β)〉 − 〈0(β)|N˜ |0(β)〉 = 0 (265)
que resulta em
〈0(β)|N |0(β)〉 = 〈0(β)|N˜ |0(β)〉 (266)
ou seja, o sistema possui o mesmo nu´mero de part´ıculas f´ısicas quanto de na˜o f´ısicas,
como tambe´m ja´ hav´ıamos suposto. Ale´m disso, as expresso˜es (258) e (259)
mostram que acrescentar uma part´ıcula f´ısica ao va´cuo |0(β)〉 e´ equivalente a elimi-
nar uma part´ıcula na˜o f´ısica, a menos de um fator constante, e vice-versa. Portanto,
a part´ıcula na˜o f´ısica pode ser interpretada como um buraco ou a falta de uma
part´ıcula f´ısica.
5 Entropia
Nesta sec¸a˜o, obteremos duas grandezas de extrema importaˆncia em mecaˆnica es-
tat´ıstica no formalismo da Dinaˆmica de Campos Te´rmicos, sa˜o elas a entropia e a
energia livre de Helmholtz. Para isto, definiremos o operador
K = −∑
~k
(
a†~ka~k ln sinh
2 θ~k(β)− a~ka†~k ln cosh
2 θ~k(β)
)
, (267)
onde o operador K˜ pode ser obtido deste simplesmente pela troca de a†~k e a~k por
a˜†~k e a˜~k respectivamente. Usando as relac¸o˜es de comutac¸a˜o para varia´veis bosoˆnicas,
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podemos escrever este operador na seguinte forma
K = −2∑
~k
(
a†~ka~k ln tanh θ~k(β)− ln cosh θ~k(β)
)
. (268)
Usando esta definic¸a˜o para o operador K definido em (267), o estado de va´cuo
|0(β)〉 dado por (247) pode ser expresso como
|0(β)〉 = e−K/2
exp∑
~k
a†~ka˜
†
~k
 |0〉〉 = e−K˜/2
exp∑
~k
a˜†~ka
†
~k
 |0〉〉. (269)
Para demostrarmos isto, usaremos os seguintes resultados
e−K/2a†~ke
K/2 = tanh θ~k(β)a
†
~k
, eK/2|0〉〉 =∏
~k
cosh θ~k(β)|0〉〉 , (270)
e
e−K/2
(
a˜†~k
)n |0〉〉 =∏
~k
1
cosh θ~k(β)
(
a˜†~k
)n |0〉〉. (271)
Logo
|0(β)〉 = e−K/2 exp∑
~k
a†~ka˜
†
~k
|0〉〉
= e−K/2
∏
~k
exp
(
a†~ka˜
†
~k
)
|0〉〉
=
∏
~k
{
1
cosh θ~k(β)
+
1
1!
[tanh θ~k(β)]a
†
~k
e−K/2a˜†~k +
1
2!
[tanh θ~k(β)]
2a†~ka
†
~k
e−K/2
(
a˜†~k
)2
+
1
3!
[tanh θ~k(β)]
3a†~ka
†
~k
a†~ke
−K/2
(
a˜†~k
)3
+ . . .
}
|0〉〉
=
∏
~k
{
1
cosh θ~k(β)
+
1
1!
[tanh θ~k(β)]a
†
~k
1
cosh θ~k(β)
a˜†~k +
1
2!
[tanh θ~k(β)]
2a†~ka
†
~k
1
cosh θ~k(β)
(
a˜†~k
)2
+
1
3!
[tanh θ~k(β)]
3a†~ka
†
~k
a†~k
1
cosh θ~k(β)
(
a˜†~k
)3
+ . . .
}
|0〉〉
=
∏
~k
1
cosh θ~k(β)
{
1 +
1
1!
[a†~ka˜
†
~k
tanh θ~k(β)] +
1
2!
[a†~ka˜
†
~k
tanh θ~k(β)]
2
+
1
3!
[a†~ka˜
†
~k
tanh θ~k(β)]
3 + . . .
}
|0〉〉
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ou seja
|0(β)〉 =∏
~k
1
cosh θ~k(β)
exp
{
a†~ka˜
†
~k
tanh θ~k(β)
}
|0〉〉
que e´ a mesma expressa˜o obtida atrave´s do mapeamento com o operador de Bo-
goliubov. Procedimento completamente ana´logo pode ser usado para mostrarmos a
validade da expressa˜o com til, uma vez que a†~k e a˜
†
~k
comutam.
Tambe´m e´ conveniente definirmos a quantidade
|Iˆ〉 = exp
∑
~k
a†~ka˜
†
~k
 |0〉〉,
que em termos da notac¸a˜o usada na sec¸a˜o anterior e´
|Iˆ〉 =∑
n
|n, n˜〉.
Usando esta quantidade, a equac¸a˜o (269) pode ser escrita como
|0(β)〉 = e−K/2|Iˆ〉 = e−K˜/2|Iˆ〉.
Pode-se mostrar que o operador Kˆ = K − K˜ satisfaz a relac¸a˜o
[K − K˜, G] = 0,
com G dado pela equac¸a˜o (245). Uma outra propriedade envolvendo os operadores
K e K˜ aplicados no estado |0(β)〉 e´ a seguinte:
(K − K˜)|0(β)〉 = (K − K˜)e−iG|0〉〉
= e−iG(K − K˜)|0〉〉
= −2e−iG∑
~k
(ln tanh θ~k(β))(a
†
~k
a~k − a˜†~ka˜~k)|0〉〉
= 0.
Ate´ o momento, nada foi dito sobre os valores assumidos pelo “ aˆngulo” θ~k(β),
que esta´ sendo considerado completamente arbitra´rio. Agora, iremos exigir que
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o valor esperado no va´cuo do operador Hˆ =
∑
~k ω~kNˆk seja constante e analisar
quais as condic¸o˜es que θ~k(β) deve satisfazer para que isto ocorra. Nestas condic¸o˜es
calcularemos o valor esperado no va´cuo do operador K. Usando a equac¸a˜o (201)
podemos fixar o valor para θ~k(β) da seguinte forma
〈0(β)|a†~ka~k|0(β)〉 = υ2~k(β) = sinh
2 θ~k(β) = n~k, (272)
enta˜o calculando o valor me´dio de K dado pela equac¸a˜o (267) obtemos
〈0(β)|K|0(β)〉 =∑
~k
{
(1 + n~k) ln(1 + n~k)− n~k lnn~k
}
= 〈K〉.
Este resultado e´ proporcional a` entropia calculada no sistema Gra˜-Canoˆnico[15],
ou seja,
S = kB
∑
k
{(1 + 〈nk〉) ln(1 + 〈nk〉)− 〈nk〉 ln〈nk〉}
onde nk representa o nu´mero me´dio de ocupac¸a˜o do estado k. Portanto, o valor
esperado no va´cuo do operador K multiplicado pela constante de Boltzmann (kB)
e´ a entropia do sistema f´ısico. Desta forma, iremos nos referir ao operador K como
sendo o operador Entropia
S = kB〈K〉 = kB〈0(β)|K|0(β)〉.
Seja a energia livre de Helmholtz
Ω = −TS + 〈H〉 − µ〈N〉
= − 1
β
〈0(β)|K|0(β)〉+ 〈0(β)|H|0(β)〉 − µ〈0(β)|N |0(β)〉
= − 1
β
〈0(β)|K|0(β)〉+ 〈0(β)|∑
~k
ω~ka
†
~k
a~k|0(β)〉 − µ〈0(β)|
∑
~k
a†~ka~k|0(β)〉
=
∑
k
{
− 1
β
[(1 + n~k) ln(1 + n~k)− n~k lnn~k] + (ǫ~k − µ)n~k
}
, (273)
onde usamos a equac¸a˜o (272). Supondo que o sistema esteja em equil´ıbrio, ou seja,
〈H〉 = constante, enta˜o
δΩ =
∑
~k
∂Ω
∂n~k
δn~k = 0.
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Como a variac¸a˜o δn~k e´ arbitra´ria, temos que
∂Ω
∂n~k
= 0.
Para calcularmos esta derivada, devemos usar a regra da cadeia
∂Ω
∂n~k
=
∑
~k
′
dn~k′
dn~k
dΩ
dn~k′
=
∑
~k′
δ~k~k′
{
1
β
ln
n~k
1 + n~k
+ (ǫ~k − µ)
}
= 0. (274)
Da equac¸a˜o (274) obtemos
βǫ~k = − ln
n~k
1 + n~k
,
onde ǫ~k = ω~k − µ e n~k = sinh2 θ~k(β). Esta expressa˜o especifica o aˆngulo θ~k(β)
e nos fornece tambe´m a distribuic¸a˜o estat´ıstica de Bose. Observemos que estes
resultados foram obtidos somente porque consideramos que o sistema esta´ no estado
de equil´ıbrio te´rmico.
Se escrevermos
|0(β)〉 =∑
~k
√
ǫ~k|n, n˜〉
podemos verificar que
〈0(β)|K|0(β)〉 = −∑
~k
ǫ~k lnn~k
e, da normalizac¸a˜o do estado |0(β)〉, obtemos
∑
~k
ǫ~k = 1.
As expresso˜es (258) e (259) podem ser generalizadas. Para isto, consideremos os
funcionais
F =
∑
m,n
∑
~k,~p
C(~k1, ~k2, . . .~km; ~p1, ~p2, . . . , ~pn)a
†
~k1
a†~k2
. . . a†~km
a~p1a~p2 . . . a~pn (275)
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eF˜ =
∑
m,n
∑
~k,~p
C∗(~k1, ~k2, . . .~km; ~p1, ~p2, . . . , ~pn)a˜
†
~k1
a˜†~k2
. . . a˜†~km
a˜~p1a˜~p2 . . . a˜~pn (276)
onde C e C∗ sa˜o coeficientes complexos. Enta˜o as relac¸o˜es (258) e (259) podem ser
escritas genericamente na forma
eK˜/2F |0(β)〉 = eK/2F˜ †|0(β)〉
e seu dual
〈0(β)|FeK˜/2 = 〈0(β)|F˜ †eK/2.
Para provarmos isto, inicialmente iremos definir
A = a†~k1
a†~k2
. . . a†~km
a~p1a~p2 . . . a~pn|0(β)〉. (277)
Usando as expresso˜es (258) e (259) e o fato de que as varia´veis bosoˆnicas do sistema
f´ısico comutam com as do sistema fict´ıcio, podemos escrever
A = (tanh θ~ka˜
†
~pm
) . . . (tanh θ~ka˜
†
~p1
)(coth θ~ka˜~km) . . . (coth θ~ka˜~k1)|0(β)〉 (278)
e, substituindo as equac¸o˜es
e−K/2a†~ke
K/2 = tanh θ~k(β)a
†
~k
e
e−K˜/2a˜~ke
K˜/2 = coth θ~k(β)a˜~k
na equac¸a˜o (278) obtemos
A = e−K˜/2a˜†~pm . . . a˜
†
~p1
a˜~km . . . a˜~k1e
K˜/2|0(β)〉,
mas
eK˜/2|0(β)〉 = eK˜/2[e−K˜/2|Iˆ〉] = |Iˆ〉 = eK/2|0(β)〉.
Logo, obtemos a seguinte equac¸a˜o para A
A = e−K˜/2eK/2a˜†~pm . . . a˜
†
~p1
a˜ ~km . . . a˜ ~k1 |0(β)〉. (279)
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Portanto, igualando as equac¸o˜es (277) e (279) vem
a†~k1
a†~k2
. . . a†~km
a~p1a~p2 . . . a~pn|0(β)〉 = e−K˜/2eK/2a˜†~pm . . . a˜†~p1 a˜~km . . . a˜~k1 |0(β)〉.
Agora usando a definic¸a˜o do funcional generalizado, eqs. (275) e (276), obtemos o
resultado desejado, ou seja,
eK˜/2F |0(β)〉 = eK/2F˜ †|0(β)〉.
Observemos que esta equac¸a˜o e´ dita ser a generalizac¸a˜o das equac¸o˜es (258) e (259)
devido ao fato que, para obtermos esta, no´s partimos da equac¸a˜o (277) que, como
podemos observar, e´ a forma mais geral das equac¸o˜es (258) e (259).
Usando o formalismo desenvolvido neste cap´ıtulo, pretendemos obter os estados
de va´cuo e a Hamiltoniana a` temperatura finita para a corda bosoˆnica, assim como
o operador entropia e a energia livre de Helmholtz. Visando isto, discutiremos no
pro´ximo cap´ıtulo a quantizac¸a˜o da corda bosoˆnica.
5.1 Condic¸o˜es de Kubo-Martin-Schwinger (KMS)
As condic¸o˜es de KMS possuem uma grande importaˆncia para a mecaˆnica es-
tat´ıstica no equil´ıbrio te´rmico. Elas surgem da necessidade de calcularmos um trac¸o
quando desejamos calcular uma me´dia em um ensemble. Na DCT, as condic¸o˜es de
KMS seguem das condic¸o˜es te´rmicas (205) e (206). Usaremos tais condic¸o˜es para
calcularmos a me´dia em um ensemble da correlac¸a˜o de dois operadores arbitra´rios.
〈0(β)|A(t)B(t′)|0(β)〉 = 〈0(β)|A˜†(t)eβHˆ/2B(t′)|0(β)〉
= 〈0(β)|A˜†(t+ iβ/2)B(t′)|0(β)〉
= 〈0(β)|B(t′)eβHˆ/2A˜†(t+ iβ/2)|0(β)〉
= 〈0(β)|B(t′)A(t + iβ)|0(β)〉. (280)
Por simplicidade, omitimos aqui as coordenada espaciais. A importaˆncia desta
relac¸a˜o e´ que em certas situac¸o˜es, e´ interessante termos uma regra para trocar-
mos as posic¸o˜es de dois operadores quando tomamos o valor esperado do produto
destes no va´cuo.
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6 Va´cuo Te´rmico e Axiomas Ba´sicos
Como vimos anteriormente, para constru´ırmos o estado de va´cuo te´rmico |0(β)〉
precisamos dobrar os graus de liberdade dos operadores, ou seja, para cada operador
A deve existir um operador correspondente A˜. Quaisquer operadores A e A˜ sa˜o
independentes, isto e´, comutam entre si, e ale´m disso, existe ummapeamento entre os
conjuntos de operadores {A} e {A˜} chamado regras de conjugac¸a˜o til. A temperatura
entra na teoria atrave´s de condic¸o˜es que relacionam a forma na qual A e A˜† atuam
no estado de va´cuo te´rmico |0(β)〉. Esta condic¸a˜o e´ chamada de condic¸a˜o de estado
te´rmico ou regra de substituic¸a˜o til. Uma teoria dinaˆmica de campos te´rmicos para
teoria quaˆntica de campos (TQC) pode ser melhor constru´ıda a partir dos seguintes
axiomas [3]:
Sejam dois conjuntos de operadores ℑ = {A} e ℑ˜ = {A˜}, enta˜o:
Axioma 1 . A tempos iguais, varia´veis dinaˆmicas pertencentes a diferentes sube-
spac¸os (A ∈ ℑ e B˜ ∈ ℑ˜) sa˜o independentes, ou seja, comutam:
[A, B˜] = 0. (281)
Axioma 2 . Existe um mapeamento um a um entre dois subespac¸os ortogonais, ℑ
e ℑ˜, chamado conjugac¸a˜o til, que para quaisquer A e B ∈ ℑ, A˜ e B˜ ∈ ℑ˜ e c1, c2
nu´meros complexos, valem as seguintes regras:
a) ˜(AB) = A˜B˜, (282)
b) ˜(c1A + c2B) = c∗1A˜+ c∗2B˜, (283)
c) A˜† = A˜†. (284)
Axioma 3 . O va´cuo te´rmico e´ invariante sob as regras de conjugac¸a˜o til:
˜|0(β)〉 = |0(β)〉. (285)
Axioma 4 . Translac¸o˜es espac¸o-temporais de um operador A ∈ ℑ e´ induzida pelo
operador energia-momento Pµ ∈ ℑ da seguinte maneira
A(x) = eiPµx
µ
Ae−iPµx
µ
. (286)
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Axioma 5 . O va´cuo te´rmico e´ definido pelas seguintes relac¸o˜es operatoriais chamadas
condic¸o˜es de estado te´rmico:
A(t, ~x)|0(β)〉 = σA˜†(t− iβ/2, ~x)|0(β)〉, (287)
〈O(β)|A(t, ~x) = 〈O(β)|A˜†(t+ iβ/2), ~x)σ∗, (288)
onde no caso em que A e´ uma varia´vel bosoˆnica, escolhemos σ = 1.
Axioma 6 . Definiremos a dupla conjugac¸a˜o til como segue:˜˜
A = σA. (289)
Existe uma certa liberdade na escolha da definic¸a˜o das condic¸o˜es de estado
te´rmico, axioma 5, e dupla conjugac¸a˜o til, axioma 6, devido a presenc¸a do fator de
fase σ que deve satisfazer somente |σ| = 1. No trabalho de H.Matsumoto, Y.Nakano
e H.Umezawa [5], sa˜o apresentadas regras gerais para a escolha deste fator de fase
para operadores de Heisenberg arbitra´rios.
A importaˆncia das regras de conjugac¸a˜o til, axioma 2, esta´ no fato de que todas as
relac¸o˜es usuais em TQC, tais como relac¸o˜es de comutac¸a˜o e equac¸o˜es de Heisenberg,
podem ser generalizadas para DCT atrave´s destas regras (como veremos adiante).
Podemos observar tambe´m que a condic¸a˜o de estado te´rmico define o va´cuo
te´rmico, sendo esta uma das mais importantes relac¸o˜es em DCT. Esta relac¸a˜o mostra
tambe´m que sempre existe uma certa combinac¸a˜o dos operadores A(x) e A˜†(x) que
aniquila o va´cuo te´rmico. Esta e´ uma importante caracter´ıstica da DCT que na˜o
existe na TQC usual.
Podemos agora generalizar o axioma 1 usando os axiomas 2 e 4 do seguinte modo.
Se A(x) ∈ ℑ e B˜(y) ∈ ℑ˜, enta˜o eles comutam em todo o espac¸o-tempo:
[A(x), B˜(y)] = 0. (290)
Se realizarmos uma operac¸a˜o til-dagger ou dagger-til, podemos verificar a partir
do axioma 2 que os coeficientes dos operadores permanecem inalterados. Desta
forma, introduziremos a notac¸a˜o de dubleto te´rmico como:
Aα =
{
A, se α = 1
A˜†, se α = 2.
(291)
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Deste modo, qualquer func¸a˜o de um operador A, digamos F (A), pode ser colo-
cada na forma de dubletos te´rmicos como
[F (A)]α = PαF (A
α), (292)
onde Pα e´ o operador de ordenamento te´rmico definido como
Pα[A
αBα . . . Cα] =
{
A1B1 . . . C1, se α = 1
C2 . . . B2A2, se α = 2.
(293)
Como exemplo, estenderemos a equac¸a˜o de Heisenberg quadridimensional
i∂µψ(x) = [ψ(x), Pµ] (294)
para a notac¸a˜o de dubleto te´rmico como
i∂µψ
α(x) = ǫα[ψα(x), P αµ ], (295)
onde ǫα = 1(α = 1) e − 1(α = 2) e´ introduzido para preservar as relac¸o˜es de
comutac¸a˜o que sa˜o alteradas devido ao ordenamento te´rmico definido em (293).
O gerador total de translac¸o˜es espac¸o-temporais em DCT e´ dado por
Pˆµ =
∑
α
ǫαP αµ = Pµ − P˜µ, (296)
e desta forma, a eq. (295) pode ser escrita como
i∂µψ
α(x) = [ψα(x), Pˆµ]. (297)
Podemos verificar que esta construc¸a˜o esta´ de acordo com o axioma 2. Por exemplo,
se fizermos α = 1 na eq. (297), obtemos
i∂µψ(x) = [ψ(x), Pµ], (298)
e seu associado til, de acordo com o axioma 2, e´
i∂µψ˜(x) = −[ψ˜(x), P˜µ], (299)
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que e´ justamente a expressa˜o para α = 2 na eq. (297) supondo que os campos sejam
Hermitianos. Caso os campos na˜o sejam Hermitianos, esta construc¸a˜o tambe´m e´
va´lida, basta tomarmos o Hermitiano conjugado da eq. (299).
Dada a Lagrangeana ou a Hamiltoniana de um sistema f´ısico, podemos obter a
Lagrangeana ou a Hamiltoniana te´rmicas, respectivamente, da seguinte maneira:
Hˆ =
∑
α
ǫαHα = H − H˜, Lˆ =∑
α
ǫαLα = L− L˜. (300)
O comutador [A(x), B(y)] = C(x, y) pode ser estendido como:
[Aα(x), Bα(y)] = ταγCγ(x, y), (301)
onde
τ =
 1 0
0 −1
 . (302)
A condic¸a˜o de estado te´rmico nos conduz a` existeˆncia de um operador que
aniquila o va´cuo te´rmico
a(β, t)|0(β)〉 = a˜(β, t)|0(β)〉 = 〈0(β)|a†(β, t) = 〈0(β)|a˜†(β, t) = 0. (303)
Estes operadores de aniquilac¸a˜o, a(β, t) e a˜(β, t), podem ser constru´ıdos de qualquer
outro operador, o que expressa a condic¸a˜o de estado te´rmico. Assumindo que A(t)
tenha um Hermitiano conjugado A†(t) tal que
A(t)|0(β)〉 = A˜†(t− iβ/2)|0(β)〉, (304)
A†(t)|0(β)〉 = A˜(t− iβ/2)|0(β)〉, (305)
onde estamos omitindo as varia´veis espaciais, pois neste caso somente as varia´veis
temporais teˆm importaˆncia, estes operadores podem ser constru´ıdos na forma
a(β, t) = f 1/2(−i∂t)
(
A(t + iβ/2)− A˜†(t)
)
, (306)
a˜(β, t) = f 1/2(−i∂t)∗
(
A˜(t− iβ/2)−A†(t)
)
, (307)
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onde f 1/2 e´ um operador diferencial que sera´ determinado adiante. Usando a notac¸a˜o
de dubleto te´rmico, temos que os operadores te´rmicos esta˜o relacionados com os
operadores a` temperatura nula atrave´s de uma transformac¸a˜o de Bogoliubov na
forma
aα(β, t) = U−1(−i∂t)αγAγ(t), (308)
onde
U−1(ω) = f 1/2(ω)
 ǫβω/2 −1
−1 ǫβω/2
 . (309)
Ela esta´ normalizada como
U−1(ω)τU−1(ω)† = τ, (310)
onde τ esta´ definido em (302). Desta condic¸a˜o de normalizac¸a˜o, obtemos a seguinte
expressa˜o para f(ω)
f(ω) =
1
eβω − 1 . (311)
Podemos tambe´m definir a transformac¸a˜o inversa de (308) atave´s de uma super-
posic¸a˜o na˜o local no tempo dos operadores que aniquilam o va´cuo te´rmico |0(β)〉 e
seu dual 〈0(β)|
Aα(t) = U(−i∂t)αγaγ(β, t). (312)
Podemos mostrar que os operadores a` temperatura nula esta˜o conectados aos
operadores a` temperatura finita na forma canoˆnica como segue
A( ) = eiG(β)a(β, t)( )e−iG(β), (313)
e o va´cuo te´rmico pode ser mapeado no va´cuo duplicado a` temperatura nula na
forma
|O(β)〉 = e−iG(β)|0, 0˜〉, (314)
com o gerador G satisfazendo
G(β) = G†(β) = −G˜(β). (315)
Este gerador e´ chamado de operador de Bogoliubov . Podemos ainda obter a eq. (180)
partindo da eq. (314) com um G(β) apropriado.
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7 Teoria de Corda a` Temperatura Finita
Neste cap´ıtulo, construiremos uma teoria de cordas bosoˆnicas a` temperatura
finita usando o formalismo de H. Umezawa e Y. Takahashi desenvolvido no cap´ıtulo
3 para descrevermos uma Dinaˆmica de Campos Te´rmicos. Este formalismo pode ser
convenientemente aplicado em sistemas descritos por osciladores (um exemplo desta
aplicac¸a˜o foi feito na sec¸a˜o 3.1.1). Deste modo, tal construc¸a˜o sera´ poss´ıvel, uma vez
que o estado de uma corda, que pode ser completamente representado pelo campo
Xµ, pode ser expandido em termos de operadores de criac¸a˜o αµ†n e destruic¸a˜o α
µ
n. De
acordo com a Dinaˆmica de Campos Te´rmicos, a termodinaˆmica deste sistema pode
ser descrita em um espac¸o de Fock, composto do espac¸o de Fock original da corda e
de uma co´pia ideˆntica a este (que sera´ denotada por ˜), ou seja, estamos duplicando
o sistema. Novos graus de liberdade surgira˜o devido a esta duplicac¸a˜o. As duas
co´pias sa˜o independentes e o espac¸o de Fock total e´ dado pelo produto direto dos
espac¸os de Fock das co´pias.
Como ja´ exposto, para implementarmos esta construc¸a˜o para o caso de uma
corda bosoˆnica livre, iremos escrever os operadores de criac¸a˜o e destruic¸a˜o da corda
f´ısica, cujos quais denotaremos por
Aµn =
1√
n
αµn ; A
µ†
n =
1√
n
αµ−n , (316)
Bµn =
1√
n
βµn ; B
µ†
n =
1√
n
βµ−n , (317)
onde n > 0. Co´pias ideˆnticas existem para ambos os conjuntos de osciladores do
sistema,
A˜µn =
1√
n
α˜µn ; A˜
µ†
n =
1√
n
α˜µ−n , (318)
B˜µn =
1√
n
β˜µn ; B˜
µ†
n =
1√
n
β˜µ−n. (319)
Estes operadores satisfazem duas a´lgebras independentes como segue
[Aµn, A
ν†
m ] = [A˜
µ
n, A˜
ν†
m ] = δn+mη
µν , [Bµn , B
ν†
m ] = [B˜
µ
n , B˜
ν†
m ] = δn+mη
µν , (320)
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[Aµn, A˜
ν
m] = [A
µ
n, A˜
ν†
m ] = [A
µ
n, B˜
ν
m] = · · · = 0. (321)
O espac¸o de Fock extendido do sistema total e´ dado pelo produto direto de dois
espac¸os de Fock das cordas
Hˆ = H⊗ H˜. (322)
Denotaremos um estado de Hˆ por | 〉〉. Os estados de va´cuo da corda para cada
um dos setores podem ser escritos, como:
|0〉〉α = |0〉α
⊗ |˜0〉α = |0, 0〉α e |0〉〉β = |0〉β⊗ |˜0〉β = |0, 0〉β. (323)
Portanto, o va´cuo total para a corda fechada pode ser escrito como:
|0〉〉 = |0〉〉α|0〉〉β =
(
|0〉α
⊗ |˜0〉α) (|0〉β⊗ |˜0〉β)
=
(
|0〉α
⊗ |0〉β) (|˜0〉α⊗ |˜0〉β) , (324)
onde a u´ltima equac¸a˜o e´ consequeˆncia do fato de que as cordas original e a til sa˜o
independentes, e tambe´m mostra explicitamente a duplicac¸a˜o do estado de cada
oscilador e a estrutura do estado de va´cuo da corda. Ainda, para obtermos o estado
fundamental, devemos multiplicar (323) e (324) respectivamente por |p〉 e |p〉⊗ |˜p〉.
Uma vez duplicado o sistema, sua descric¸a˜o te´rmica pode ser obtida atuando os
operadores unita´rios de Bogoliubov Gαn e G
β
n em cada um dos setores dos espac¸os
f´ısico e extendido de Hilbert e nos operadores de criac¸a˜o e destruic¸a˜o de acordo com
as regras estabelecidas para a DCT. Os operadores G sa˜o definidos como segue
Gαn = −iθ(βT )
(
An · A˜n − A†n · A˜†n
)
Gβn = −iθ(βT )
(
Bn · B˜n − B†n · B˜†n
)
, (325)
onde βT =
1
kBT
e θn(βT ) e´ um paraˆmetro real que depende da estat´ıstica do nth
modo do oscilador (como mostrado no cap.3)
cosh θn(βT ) = (1− eβTn)−1. (326)
No entanto, θn(βT ) e´ o mesmo tanto para o movimento para a esquerda quanto para
a direita para um dado modo n dos osciladores. O ponto em (325) representa o
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produto escalar no espac¸o de Minkowski An · A˜n = AµnA˜nµ. Sendo os modos para
a direita e esquerda independentes, os operadores de Bogoliubov comutam como
segue:
[Gαn, G
α
m] = [G
β
n, G
β
m] = [G
α
n, G
β
m] = 0. (327)
Das definic¸o˜es expressas em (325) para os operadores G, podemos observar que estes
sa˜o Hermitianos, ou seja,
(Gαn)
† = Gαn e (G
β
n)
† = Gβn. (328)
E para n’s negativos temos
Gα|n| = −Gα−n. (329)
Uma a´lgebra simples nos fornece as relac¸o˜es de comutac¸a˜o entre os operadores
G e os osciladores
[Gαn, A
µ
n] = −iθn(βT )A˜µ†n , [Gαn, Bµn ] = −iθn(βT )B˜µ†n ,
[Gαn, A
µ†
n ] = −iθn(βT )A˜µn, [Gαn, Bµ†n ] = −iθn(βT )B˜µn ,
[Gαn, A˜
µ
n] = −iθn(βT )Aµ†n , [Gαn, B˜µn ] = −iθn(βT )Bµ†n ,
[Gαn, A˜
µ†
n ] = −iθn(βT )Aµn, [Gαn, B˜µ†n ] = −iθn(βT )Bµn . (330)
Vamos agora construir o estado de va´cuo e operadores de criac¸a˜o e destruic¸a˜o
em T 6= 0. Atuando no va´cuo a` temperatura nula com o operador de Bogoliubov
adequado, obtemos estados dependentes explicitamente da temperatura como segue
|0(βT )〉〉 =
∏
m>0
eiGm |0〉〉 = ∏
m>0
|0(βT )m〉〉, (331)
para a corda aberta e
|0(βT )〉〉 =
∏
m>0
eiG
α
m |0〉〉α
∏
n>0
eiG
β
n |0〉〉β =
∏
m>0
|0(βT )m〉〉α
∏
n>0
|0(βT )n〉〉β (332)
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para a fechada. Uma vez que os operadores G na˜o misturam os estados dos modos
para a direita e para a esquerda, podemos construir o estado de va´cuo para a corda
fechada a` temperatura finita na forma
|0(βT )n〉〉 = |0(βT )n〉〉α
⊗ |0(βT )n〉〉β. (333)
Os operadores de criac¸a˜o e destruic¸a˜o em T 6= 0, que aniquilam estes estados de
va´cuo, sa˜o obtidos a partir dos conjuntos de operadores {A,A†, A˜, A˜†} e {B,B†, B˜, B˜†}
por transformac¸a˜o de Bogoliubov como segue:
Aµn(βT ) = e
iGαnAµne
−iGαn = un(βT )A
µ
n − vn(βT )A˜µ†n ,
A˜µn(βT ) = e
iGαnA˜µne
−iGαn = un(βT )A˜
µ
n − vn(βT )Aµ†n , (334)
para a corda aberta e para o setor de movimento para a direita da corda fechada.
Para o setor de movimento para a esquerda da corda fechada temos
Bµn(βT ) = e
iGβnBµne
−iGβn = un(βT )B
µ
n − vn(βT )B˜µ†n ,
B˜µn(βT ) = e
iGβnB˜µne
−iGβn = un(βT )B˜
µ
n − vn(βT )Aµ†n . (335)
Estes resultados foram obtidos usando (328), (329), (327) e (330). Aqui,
un(βT ) = cosh θn(βT ) , vn(βT ) = sinh θn(βT ). (336)
Desde que os operadores pˆ, Xˆ, ˆ˜p,
ˆ˜
X comutam com todos os operadores dos os-
ciladores, eles na˜o sa˜o afetados pelas transformac¸o˜es de Bogoliubov, ou seja, as
coordenadas de momento e centro de massa sa˜o invariantes por transformac¸o˜es de
Bogoliubov.
Os operadores a` temperatura finita satisfazem a a´lgebra dos osciladores (320) e
(321) para cada modo, em cada setor e para ambas as co´pias da corda original, e
todas estas a´lgebras sa˜o independentes. Sendo assim, os estados de um sistema a`
temperatura finita sa˜o obtidos atuando no va´cuo te´rmico os operadores de criac¸a˜o
e destruic¸a˜o a` temperatura finita, definidos em (331) e (332). Os estados obtidos
desta forma pertencem a um espac¸o de Fock te´rmico.
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Uma importante questa˜o e´ se a construc¸a˜o desta teoria de cordas a` temperatura
finita possui a mesma estrutura da teoria em T = 0, ou se existe algum mapea-
mento entre elas. Se substituirmos os operadores a` temperatura finita na soluc¸a˜o da
equac¸a˜o de movimento da corda bosoˆnica, obtemos uma soluc¸a˜o que depende de T
e mistura as cordas original e a til. Este resultado e´ uma consequeˆncia da definic¸a˜o
dos operadores G que na˜o afeta a estrutura da folha mundo, mas somente os coefi-
cientes de Fourier. Podemos mostrar que todas as propriedades da corda bosoˆnica
a` temperatura zero sa˜o satisfeitas. Em particular, podemos construir das soluc¸o˜es
da equac¸a˜o de movimento da corda a` temperatura finita, o tensor energia momento
que possui a mesma forma do tensor para T = 0. Enta˜o, os seguintes operadores
Lαn(βT ) =
1
2
∑
k
α−k(βT ) · αk+m(βT ), L˜βn(βT ) =
1
2
∑
k
β−k(βT ) · βk+m(βT ), (337)
podem ser constru´ıdos e a a´lgebra de Virasoro pode ser mostrada usando as pro-
priedades dos operadores de Bogoliubov (328), (329, (327) e (330). Uma vez que
estamos trabalhando com duas co´pias do mesmo sistema, tudo que foi dito acima e´
va´lido tambe´m para a corda til. No entanto, nesta teoria de temperatura finita, a
noc¸a˜o de corda e corda til sa˜o um pouco diferentes desde que ambas misturam os
operadores da corda e da corda til como definidos inicialmente em T = 0. Deste
modo, o s´ımbolo til nos lembra somente que os operadores foram obtidos de uma
co´pia do sistema original.
7.1 A Entropia dos Estados de uma Corda Bosoˆnica Aberta
com Dependencia das Condic¸o˜es de Contorno
Consideremos uma corda aberta no espac¸o de Minkowisk. Para evitarmos a
introduc¸a˜o de fantasmas na teoria, iremos trabalhar no calibre de cone de luz X0±
X25 apresentado no cap´ıtulo 2. Neste calibre, o conjunto dos ı´ndices correm de
µ, ν = 1, 2, · · ·24. Consideraremos aqui somente a`s soluc¸o˜es sujeitas as condic¸o˜es
de contorno de Neumann em ambas as extremidades. Os outros casos podem ser
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tratados da mesma maneira. Neste caso, escreveremos o operador de Bogoliubov
definido em (325) como
Gn =
24∑
µ=1
Gµn. (338)
e denotaremos o va´cuo te´rmico total do sistema da seguinte forma
|Ω(βT )〉〉 = |0(βT )〉〉 |p〉 |p˜〉 . (339)
Uma vez que estamos tratando a corda como um conjunto de osciladores bosoˆnicos,
o operador entropia para a corda bosoˆnica pode ser escrito, da definic¸a˜o (267), como
segue:
K =
24∑
µ=1
∞∑
n=1
(Aµ†n A
µ
n log sinh
2 θn − AµnAµ†n log cosh2 θn) (340)
K˜ =
24∑
µ=1
∞∑
n=1
(A˜µ†n A˜
µ
n log sinh
2 θn − A˜µnA˜µ†n log cosh2 θn). (341)
Como ja´ foi dito no cap.3, o va´cuo da teoria e´ invariante sob a operac¸a˜o til e toda
a informac¸a˜o f´ısica esta´ contida no sistema sem til, deste modo, como a entropia
de um estado e´ dada pelo valor me´dio do operador entropia neste estado, iremos
somente calcula´-lo para o operador (340). Para realizarmos os ca´lculos, e´ conveniente
escrevermos (340) na forma
K =
24∑
µ=1
Kµ. (342)
A ide´ia ba´sica destes ca´lculos e´ primeiramente calcularmos a contribuic¸a˜o dos
elementos de matriz do operador entropia para cada direc¸a˜o do espac¸o-tempo. Como
resultado obtido da eq. (174), a entropia da corda representa a soma das entropias
de todos os osciladores.
Nosso objetivo e´ encontrarmos a entropia da corda associada a` soluc¸a˜o mais
geral da equac¸a˜o de movimento. Neste caso, a entropia e´ uma func¸a˜o do campo que
descreve a folha mundo e a dependeˆncia com os paraˆmetros da folha mundo sa˜o dita-
dos pelas condic¸o˜es de contorno impostas nas equac¸o˜es de movimento. Um vetor de
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estado geral para a corda a` temperatura finita |Xµ(βT )〉〉 pode ser obtido operando
com a soluc¸a˜o (57) no estado de va´cuo te´rmico (339), uma vez que quantizando o
sistema, a soluc¸a˜o (57) torna-se um operador que atua no espac¸o de Fock.
O elemento de matriz 〈〈Xµ(βT ) |Kρ|Xµ(βT )〉〉 pode ser ser dividido em duas
partes, uma contendo somente contribuic¸o˜es dos osciladores e outra contendo as
contribuic¸o˜es das coordenadas e momentos do centro de massa (CM)
〈〈Xµ(βT ) |Kρ|Xµ(βT )〉〉 = CM−2α′
∑
n,k,l>0
ei(l−n)τ√
ln
cosnσ cos lσ [(T1)
µρν
nkl + (T2)
µρν
nkl ] ,
(343)
onde definimos
(T1)
µρν
nkl =
〈
0˜
∣∣∣∣∣
〈
1µn
∣∣∣∣∣ ∏
m>0
e−iGmAρ†k A
ρ
k log sinh
2 θk
∏
s>0
eiGs
∣∣∣∣∣ 1νl
〉∣∣∣∣∣ 0˜
〉
〈p˜ |q˜〉 〈p |q〉
(T2)
µρν
nkl = −
〈
0˜
∣∣∣∣∣
〈
1µn
∣∣∣∣∣ ∏
m>0
e−iGmAρkA
ρ†
k log cosh
2 θk
∏
s>0
eiGs
∣∣∣∣∣ 1νl
〉∣∣∣∣∣ 0˜
〉
〈p˜ |q˜〉 〈p |q〉 (344)
e
|1µl 〉 = Aµ†l |0〉 . (345)
Aqui, consideramos a normalizac¸a˜o usual dos estados de momento em um volume
V24 no espac¸o transverso
〈p| q〉 = 2πδ(24)(p− q) (346)
(2π)24δ(24)(0) = V24. (347)
Manipulando algebricamente (343), a contribuic¸a˜o dos osciladores para o elemento
de matriz do operador entropia toma a forma
〈〈Xµ(βT ) |Kρ|Xµ(βT )〉〉 = CM− 2α′(2π)(48)δµνδ(24)(p− q)δ(24)(p˜− q˜)×∑
n>0
1
n
cos2 nσ[log(tanh θn)
2δρν − δρρ∑
k>0
δkk]. (348)
O termo contendo as CM conte´m tanto as contribuic¸o˜es das coordenadas e mo-
mentos quanto dos osciladores. Para escrevermos explicitamente a forma desta con-
tribuic¸a˜o para o elemento de matriz do operador entropia, devemos dividir ainda
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este termo em duas partes, uma contendo somente contribuic¸o˜es das coordenadas e
centro de massa e outra dos osciladores. Para o ca´lculo das contribuic¸o˜es devido a`s
coordenadas e momentos, usaremos as relac¸o˜es de completeza dos auto-estados dos
operadores de momento junto com o elemento de matriz
〈x| p〉 = (2πh¯)−12eix·p/h¯. (349)
Para calcularmos a contribuic¸a˜o do termo devido aos osciladores, podemos expres-
sar os osciladores em T = 0 em termos dos osciladores em T 6= 0 ou escrever o
va´cuo a` temperatura finita em termos do va´cuo a` temperatura nula. Os dois modos
conduzem ao mesmo resultado, no entanto, o primeiro nos fornece somente relac¸o˜es
polinomiais entre os operadores de criac¸a˜o e destruic¸a˜o a` temperatura finita. Usando
as propriedades dos operadores de Bogoliubov mostradas na sec¸a˜o anterior, pode-
mos mostrar que as contribuic¸o˜es vindas dos termos que misturam os operadores do
centro de massa com a parte dos osciladores sa˜o canceladas. Os termos diferentes
de zero sa˜o todos proporcionais a 〈〈0(βT ) |Kρ| 0(βT )〉〉, que representa a entropia de
um nu´mero infinito de osciladores bosoˆnicos na ρ’e´sima direc¸a˜o do espac¸o-tempo.
A relac¸a˜o final obtida para a entropia levando em conta a contribuic¸a˜o de todos os
termos e´
〈〈Xµ(βT ) |Kρ|Xµ(βT )〉〉 =
− (2πh¯)−24
[
(2πh¯)24(2α′τ)2pµp′νδ(24)(p− p′) + 2α′τ(Iµ2 p′ν + I ′ν2 pµ) + Iµ2 Iν2
∏
j 6=µ,ν
Ij1

× δ(24)(p˜− p˜′) ∑
m=1
[nρm log n
ρ
m + (1− nρm) log(1− nρm)]− 2α′(2π)(48)δµνδ(24)(p− p′)
× δ(24)(p˜− p˜′)∑
n>0
1
n
cos2 nσ
log(tanh θn)2δρν − δρρ∑
k>0
δkk
 , (350)
onde as integrais unidimencionais no dominio finito x ∈ [x0, x1] sa˜o dadas por
I1 = −ih¯(p′ − p)−1
[
e
i
h¯
x1(p′−p) − e ih¯x0(p′−p)
]
(351)
I2 = −ih¯(p′ − p)−1
[
−ih¯I1 + x1e ih¯x1(p′−p) − x0e ih¯x0(p′−p)
]
, (352)
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e os estados de momento final e inicial sa˜o denotados, respectivamente, por |p〉 , |p′〉,
e o termo
nρm =
〈〈
0(βT )
∣∣∣Aρ†mAρm∣∣∣ 0(βT )〉〉 = sinh2 θm (353)
representa o nu´mero de excitac¸o˜es da corda no va´cuo te´rmico.
A equac¸a˜o (350) representa o elemento de matriz do operador entropia Kρ entre
dois estados gerais, descritos pela equac¸a˜o de movimento para a corda bosoˆnica com
condic¸o˜es de contorno de Neunmam em ambas as extremidades. Como expressa
a equac¸a˜o (342), a entropia total e´ a soma das entropias em todas as direc¸o˜es do
espac¸o transverso. Uma vez que as condic¸o˜es de contorno sa˜o impostas nas coorde-
nadas da folha mundo, podemos obter de modo similar expresso˜es para as entropias
das cordas sujeitas as outras condic¸o˜es de contorno DD, DN e ND, cujas soluc¸o˜es
esta˜o expressas no cap. 2. E´ importante observarmos que nestes casos na˜o exis-
tem operadores associados com as coordenadas e momentos do centro de massa da
corda, mas sim, vetores de posic¸a˜o constantes associados com suas extremidades,
na˜o havendo, enta˜o, contribuic¸a˜o destes termos para a entropia. Tais termos que
misturam as coordenadas das extremidades da corda tornam-se zero pelas mesmas
razo˜es do caso NN ja´ estudado em detalhes. Os termos dos elementos de matriz
diferentes de zero obtidos para cada um dos novos casos sa˜o
DD : 〈〈Xµ(βT ) |Kρ|Xµ(βT )〉〉 = 2α′(2π)(48)δµνδ(24)(p− p′)δ(24)(p˜− p˜′)∑
n>0
1
n
sin2 nσ
log(tanh θn)2δρν − δρρ∑
k>0
δkk
 (354)
DN : 〈〈Xµ(βT ) |Kρ|Xµ(βT )〉〉 = 2α′(2π)(48)δµνδ(24)(p− p′)δ(24)(p˜− p˜′)∑
r=Z+1/2
1
r
sin2 rσ
log(tanh θr)2δρν − δρρ∑
k>0
δkk
 (355)
ND : 〈〈Xµ(βT ) |Kρ|Xµ(βT )〉〉 = 2α′(2π)(48)δµνδ(24)(p− p′)δ(24)(p˜− p˜′)∑
r=Z+1/2
1
r
cos2 rσ
log(tanh θr)2δρν − δρρ∑
k>0
δkk
 . (356)
Aqui, Z+1/2 sa˜o nu´meros inteiros. As relac¸o˜es (350), (354), (355) e (356) represen-
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tam a entropia dos estados associados a`s soluc¸o˜es gerais das equac¸o˜es de movimento.
Elas da˜o a entropia como func¸a˜o da folha mundo, no entanto, esta entropia na˜o pode
ser pensada como a entropia do va´cuo da corda bosoˆnica que e´ dada como a soma
em todas as direc¸o˜es espac¸otemporais da entropia dos bo´sons escalares sem massa
e na˜o dependem da condic¸o˜es de contorno.
7.2 Corda Bosoˆnica Fechada no Grupo SU(1,1) Te´rmico
Nesta sec¸a˜o, sera´ obtida uma expressa˜o para a entropia da corda fechada de um
modo um pouco diferente do usado para obtermos a expressa˜o para a entropia da
corda aberta na sec¸a˜o anterior. Aqui, consideraremos a construc¸a˜o desenvolvida em
[4, 7], na qual podemos obter um gerador geral para as transformac¸o˜es de Bogo-
liubov, partindo de uma combinac¸a˜o linear de treˆs geradores individuais que sa-
tisfazem independentemente as condic¸o˜es necessa´rias para gerar uma transformac¸a˜o
de Bogoliubov.
Para termos uma teoria de cordas a` temperatura finita, temos que inicialmente
gerar um va´cuo te´rmico que, como sabemos, pode ser obtido do va´cuo dobrado
(324) partindo de qualquer transformac¸a˜o que misture os operadores Aµk , A˜
µ†
k para
os modos direitos, e Bµk , B˜
µ†
k para os modos esquerdos, e cujos geradores comutam
com a Hamiltoniana total
Hˆ = H − H˜ =
∞∑
n>0
n
(
A†n · An +B†n · Bn − A˜†n · A˜n − B˜†n · B˜n
)
. (357)
Ale´m de satisfazer estas condic¸o˜es, tais transformac¸o˜es devem ter a forma geral
das transformac¸o˜es de Bogoliubov, que fixam a forma dos geradores pelas seguintes
relac¸o˜es A′
A˜†′
 = e−iG
 A
A˜†
 eiG = B
 A
A˜†
 , ( A†′ −A˜′ ) = ( A† −A˜ )B−1,
(358)
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onde B e´ uma matriz de transformac¸a˜o 2× 2 complexa e unita´ria
B =
 u v
v∗ u∗
 , |u|2 − |v|2 = 1, (359)
e G e´ o gerador da transformac¸a˜o conhecido como operador de Bogoliubov (ja´ citado
no cap.1). Segundo [4] os operadores que satisfazem as condic¸o˜es (358) e (359)
possuem a seguinte forma
gα1k = θ1k
(
Ak · A˜k + A˜†k ·A†k
)
, gβ1k = θ1k
(
Bk · B˜k + B˜†k · B†k
)
,
gα2k = iθ2n
(
Ak · A˜k − A˜†k · A†k
)
, gβ2k = iθ2k
(
Bk · B˜k − B˜†k · B†k
)
,
gα3k = θ3n
(
A†k · Ak + A˜†k · A˜k + 1
)
, gβ3k = θ3k
(
B†k · Bk + B˜†k · B˜k + 1
)
,(360)
onde os supra-´ındices α e β referem-se, respectivamente, aos modos dos movimentos
para a direita e para a esquerda e θ e´ um paraˆmetro real que depende da temperatura
e foi convenientemente inclu´ıdo nos operadores. Estes operadores satisfazem as
seguintes relac¸o˜es de comutac¸a˜o:[
gα,β1k , g
α,β
2k
]
= −iΘ123gα,β3k ,
[
gα,β2k , g
α,β
3k
]
= iΘ231g
α,β
1k
,
[
gα,β3k , g
α,β
1k
]
= iΘ312g
α,β
2k
.
(361)
Podemos observar destas relac¸o˜es de comutac¸a˜o que os geradores (360) satisfazem
a a´lgebra SU(1, 1) para a qual definimos
Θijk ≡ 2θikθjk
θkk
. (362)
Como ja´ foi dito no in´ıcio desta sec¸a˜o, podemos escrever um gerador geral como uma
combinac¸a˜o linear dos geradores independentes escritos em (360) em uma forma
compacta como segue
G =
∑
k
(
Gαk +G
β
k
)
, (363)
com os geradores das transformac¸o˜es de Bogoliubov para os modos dos osciladores
direitos e esquerdos da corda dados respectivamente por
Gαk = λ1kA˜
†
k ·A†k − λ2kAk · A˜k + λ3k
(
A†k · Ak + A˜†k · A˜k + 1
)
, (364)
Gβk = λ1kB˜
†
k ·B†k − λ2kBk · B˜k + λ3k
(
B†k ·Bk + B˜†k · B˜k + 1
)
(365)
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onde os coeficientes λ representam uma combinac¸a˜o linear complexa dos paraˆmetros
θ que esta˜o relacionados a` distribuic¸a˜o de Bose-Einstein, como segue
λ1k = θ1k − iθ2k , λ2k = −λ∗1k , λ3k = θ3k . (366)
Desta forma, o operador (363) gera as transformac¸o˜es te´rmicas e a dependeˆncia com
a temperatura esta´ contida em λ.
Existe uma certa liberdade na escolha do paraˆmetro θ, e podemos usar esta
liberdade para fixarmos o tipo de transformac¸a˜o. Existem duas condic¸o˜es as quais
uma transformac¸a˜o te´rmica deve satisfazer: i) unitariedade e ii) e invariaˆncia sob
conjugac¸a˜o til de operadores arbitra´rios como segue
˜(AB) = A˜B˜ , α˜A = α∗A˜, (367)
onde α e´ um nu´mero complexo e ∗ representa uma conjugac¸a˜o complexa. A in-
variaˆncia sob conjugac¸a˜o til garante a invariaˆncia do va´cuo sob a mesma operac¸a˜o.
No entanto, o uso do grupo SU(1, 1) te´rmico implica na escolha de somente um tipo
de transformac¸a˜o. A unitariedade e a invariaˆncia por conjugac¸a˜o til nem sempre
sa˜o simultaneamente compat´ıveis [4, 7], sendo que, em geral, esta compatibilidade
reduz esta teoria a DCT de um u´nico gerador (cap.3), pois somente o gerador g2 e´
selecionado. Aqui, consideraremos que a condic¸a˜o de unitariedade e´ a mais natural
para o nosso sistema, sendo a outra escolha comentada na conclusa˜o.
7.3 Va´cuo e Operadores Te´rmicos para a Corda Fechada
O va´cuo te´rmico a` temperatura finita pode ser obtido atrave´s da transformac¸a˜o
[1]
|0 (θ)〉〉 = e−iG |0〉〉 , (368)
onde, neste caso, G e´ o operador geral de Bogoliubov escrito em (363) e o va´cuo
te´rmico |0〉〉 e´ dado por (324). Como os termos dos modos para a direita e para a
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esquerda comutam entre si, existem duas contribuic¸o˜es distintas dos setores direito
(α) e esquerdo (β). Uma vez que os termos que compo˜em os geradores Gαk e G
α
k
satisfazem a a´lgebra SU (1, 1), fazendo uso do Teorema do “Desentrelac¸amento”
[22, 23], podemos escrever o va´cuo te´rmico da seguinte forma
|0 (θ)〉〉α =
∏
k
eΓ1k(A˜
†
k
·A†
k)elog(Γ3k)(A
†
k
·Ak+A˜
†
k
·A˜k+1)eΓ2k(Ak·A˜k) |0〉〉α , (369)
para o qual os coeficientes dos va´rios geradores sa˜o dados pelas seguintes relac¸o˜es
Γ1k =
−λ1k sinh (iΛk)
Λk cosh (iΛk) + λ3k sinh (iΛk)
, Γ2k =
λ2k sinh (iΛk)
Λk cosh (iΛk) + λ3k sinh (iΛk)
,
(370)
Γ3k =
Λk
Λk cosh (iΛk) + λ3k sinh (iΛk)
, (371)
e
Λ2k ≡
(
λ23k + λ1kλ2k
)
. (372)
Uma vez que os operadores Aµk e A˜
µ
k aniquilam o va´cuo do modo direito a` tempe-
ratura nula, expandindo as exponeˆnciais dos operadores na expressa˜o (369), encon-
tramos que somente um termo contribui para o va´cuo te´rmico, ou seja,
|0(θ)〉〉α =
∏
k
Γ3ke
Γ1k(A˜
†
k
·A†
k) |0〉〉α . (373)
O va´cuo te´rmico dos modos do movimento para a esquerda ( |0(θ)〉〉β) podem ser
obtidos da mesma forma. O va´cuo total a` temperatura finita e´ dado pelo produto
direto dos va´cuos te´rmicos α e β. A expressa˜o obtida desta operac¸a˜o e´
|0(θ)〉〉α =
∏
k
(Γ3k)
2trηµνeΓ1k(A˜
†
k
·A†
k)eΓ1k(B˜
†
k
·B†
k) |0〉〉 . (374)
Os operadores sa˜o mapeados na temperatura finita pelos correspondentes geradores
de Bogoliubov como segue
Aµk (θ) = e
−iGα
kAµke
iGα
k , A˜µk (θ) = e
−iGα
k A˜µke
iGα
k ,
Bµk (θ) = e
−iGβ
kBµk e
iGβ
k B˜µk (θ) = e
−iGβ
k B˜µk e
iGβ
k . (375)
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Usando as propriedades dos operadores G descritas no cap.3, podemos obter das
expresso˜es acima relac¸o˜es semelhantes para os operadores de criac¸a˜o. Pode ser
mostrado que estes operadores te´rmicos satisfazem as mesmas relac¸o˜es de comutac¸a˜o
dos operadores a` temperatura nula. Podemos ainda escrever este mapeamento em
termos dos dubletos te´rmicos [4, 7], como segue Aµk (θ)
A˜µ†k (θ)
 = Bk
 Aµk
A˜µ†k
 , (376)
onde a matriz de transformac¸a˜o que atua nos dubletos a` temperatura nula Bk e´
escrita na forma
Bk = cosh (iΛk) I + sinh (iΛk)
(iΛk)
 iλ3k iλ1k
iλ2k −iλ3k ,
 (377)
onde I e´ uma matriz identidade. Devemos novamente salientar que o sistema a` tem-
peratura finita satisfaz todas as propriedades do sistema a` temperatura nula, pois
os operadores te´rmicos satisfazem as mesmas relac¸o˜es de comutac¸a˜o dos operadores
em T = 0. Deste modo, podemos construir soluc¸o˜es com condic¸o˜es de contorno
perio´dicas para uma equac¸a˜o de movimento a` temperatura finita somente trocando
os osciladores em T = 0 pelos seus correspondentes em T 6= 0, uma vez que as
coordenadas de posic¸a˜o e momento do centro de massa sa˜o invariantes por trans-
formac¸o˜es de Bogoliubov. Desta equac¸a˜o de movimento podemos tambe´m construir
um tensor de energia-momento que possui a mesma forma que o tensor a` tempe-
ratura nula e que nos conduzem aos seguintes geradores da a´lgebra de Virasoro
Lαm (θ) =
1
2
∑
k∈Z
α−k (θ)αk+m (θ) , L
β
m (θ) =
1
2
∑
k∈Z
β−k (θ) βk+m (θ) . (378)
Isto nos garante que realmente estamos trabalhando com cordas fechadas a` tempe-
ratura finita [8, 12]. Portanto, temos agora todos os componentes necessa´rios para
uma descric¸a˜o te´rmica da corda fechada.
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7.4 Operador Entropia para a Corda Fechada
No cap.3, descrevemos um operador cujo o valor esperado no va´cuo te´rmico, multi-
plicado pela constante de Boltzmann, recebe o nome de operador de entropia para
um campo bosoˆnico na aproximac¸a˜o de Stirling, quando o sistema esta em equil´ıbrio,
a saber:
1
kB
〈〈0 (θ)| K |0 (θ)〉〉 =
{∑
k
[(1 + nk) log (1 + nk)− nk log (nk)]
}
, (379)
onde nk e´ a densidade de nu´mero de part´ıculas e kB a constante de Boltzmann.
Definiremos para a nossa construc¸a˜o o operador entropia para a corda bosoˆnica
fechada como sendo
K = Kα +Kβ , (380)
onde as entropias dos modos de movimento para a direita e para a esquerda sa˜o
dadas, respectivamente, pelas seguintes relac¸o˜es
Kα =
∑
k
[
A†k · Ak log
(
g
λ1kλ2k
Λ2k
sinh2 (iΛk)
)
−Ak · A†k log
(
1 + g
λ1kλ2k
Λ2k
sinh2 (iΛk)
)]
Kβ = −∑
k
[
B†k · Bk log
(
g
λ1kλ2k
Λ2k
sinh2 (iΛk)
)
−Bk · B†k log
(
1 + g
λ1kλ2k
Λ2k
sinh2 (iΛk)
)]
.
A escolha desta forma para o operador entropia se encontra no fato de podermos
reproduzir a entropia apresentada em [12] para o caso de existir uma u´nica trans-
formac¸a˜o gerada por g2k, isto e´, quando θ1k = θ3κ = 0. Tal escolha tambe´m nos
fornece o operador definido em [7] quando g = 1. Portanto, realizando a me´dia
do operador (380) no va´cuo te´rmico e multiplicando o resultado pela constante de
Boltzmann, obtemos a entropia para a corda bosoˆnica fechada, ou seja,
S = kB 〈〈0 (β)| K |0 (β)〉〉
=
∑
k
[
(1 + nk) log (1 + nk)− nk log (nk)− 1
2
log (1 + nk)
]
, (381)
92
onde
nk = g
[
λ1kλ2k
Λ2k
sinh2 (iΛk)
]
, (382)
e
g = 〈〈0| A˜k · A˜†k + B˜k · B˜†k |0〉〉 . (383)
O operador entropia para a corda bosoˆnica fechada foi constru´ıdo como a soma das
entropias dos modos dos movimentos para a esquerda e para a direita, tratados
como dois subsistemas independentes do sistema total (corda bosoˆnica fechada), ou
seja, usamos a propriedade de extensividade do operador entropia. Uma observac¸a˜o
importante e´ que a entropia do sistema, eq.(381), vai a zero quando o sistema esta´
em equil´ıbrio, isto e´, tomando a expressa˜o para nk, eq.(272),
nk =
e−(kBT )
−1ω
1− e−(kBT )−1ω , (384)
e tomando o limite T → 0. Isto garante que a terceira lei da termodinaˆmica e´
satisfeita [15].
8 Conclusa˜o
Inicialmente, descrevemos a ac¸a˜o de uma part´ıcula cla´ssica puntual relativ´ıstica,
a qual, vimos ter uma interpretac¸a˜o geome´trica: e´ proporcional ao comprimento
da trajeto´ria (linha mundo) desta part´ıcula no espac¸o-tempo no qual esta´ imersa.
Generalizamos enta˜o este conceito para obtermos uma expressa˜o para a ac¸a˜o de um
objeto matema´tico extenso e unidimensional (corda bosoˆnica cla´ssica), ou seja, neste
caso, a ac¸a˜o e´ proporcional a` a´rea delimitada pela trajeto´ria da corda no espac¸o-
tempo D-dimensional. Esta superf´ıcie e´ chamada de folha mundo e e´ parametrizada
por dois paraˆmetros: τ (tipo tempo) e σ (tipo espac¸o). Devido a` presenc¸a de uma
raiz quadrada nesta ac¸a˜o, foi necessa´rio escrevermos uma outra classicamente equi-
valente, e que possui claramente invariaˆncia por reparametrizac¸a˜o local e reescalo-
namento conforme da me´trica (Weyl), e uma outra invariaˆncia que reflete a simetria
global do espac¸o-tempo (Lorentz ou Poincare´), no qual a corda esta´ se propagando.
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Do fato da ac¸a˜o ser uma invariante de Weyl, o tensor energia-momento possui trac¸o
nulo. Uma outra propriedade deste tensor, que nos conduz a` v´ınculos na teoria que
podem ser implementados somente no n´ıvel cla´ssico, e´ Tab = 0. Nas coordenadas de
cone de luz, estes v´ınculos tomam a forma T++ = T−− = 0, e suas componentes de
Fourier nos conduzem a` uma a´lgebra de Virasoro que na˜o e´ va´lida quanticamente,
devido a problemas de ordenamento normal dos operadores.
Classicamente, a teoria de cordas livre pode ser formulada consistentemente em
qualquer dimensa˜o espac¸o-temporal, mas quando quantizamos, o espectro e´ livre de
fantasmas somente para D ≤ 26 e para a = 1, onde a e´ uma constante que surge
devido ao ordenamento normal do produto dos operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o.
A quantizac¸a˜o canoˆnica foi realizada em termos dos campos Xµ(τ, σ), somente com
restric¸o˜es f´ısicas no espac¸o de Fock, originadas dos v´ınculos sobre o tensor energia-
momento que da˜o origem a graus de liberdade na˜o f´ısicos (fantasmas). Vimos
tambe´m que surgem anomalias na a´lgebra de Virasoro devido ao produto normal-
mente ordenado dos operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o. Esta anomalia desaparece
para determinados valores cr´ıticos de D e a como ja´ foi dito. Vimos tambe´m que
a quantizac¸a˜o no calibre do cone de luz apresenta a vantagem de ser livre de fan-
tasmas, embora na˜o seja manifestamente covariante. A escolha deste calibre na˜o
manifestamente covariante nos permite resolver as equac¸o˜es de v´ınculo de Virasoro
e descrever a teoria em um espac¸o de Fock que descreve somente graus de liberdade
f´ısicos. Neste calibre vimos tambe´m a necessidade de escolhermos D = 26 e a = 1.
A corda fechada e´ descrita dobrando os graus de liberdade da corda aberta. Os
modos para a direita ou para a esquerda sa˜o descritos matematicamente da mesma
forma que a corda aberta, e seu estado e´ dado pelo produto direto do estado que
representa o modo para a direita e do que representa o modo para a esquerda. Os
dois modos sa˜o independentes, exceto para uma u´nica relac¸a˜o, L0 = L0. A corda
fechada possui como importaˆncia particular, o fato do seu espectro conter gra´vitons
sem massa.
No cap´ıtulo 3, mostramos como a me´dia em um ensemble estat´ıstico, que e´ dado
por uma operac¸a˜o de trac¸o, pode ser trocado por uma me´dia em mecaˆnica quaˆntica.
Este e´ o princ´ıpio fundamental na contruc¸a˜o de uma Dinaˆmica de Campos Te´rmicos,
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que consiste basicamente em determinarmos um va´cuo a` temperatura finita que
possa ser mapeado em um outro a` temperatura nula atrave´s de uma transformac¸a˜o
de Bogoliubov. Nesta construc¸a˜o houve necessidade de dobrarmos os graus de liber-
dade do sistema, atrave´s da introduc¸a˜o de um sistema fict´ıcio, que como vimos,
possui todas as propriedades do sistema f´ısico real. Um espac¸o de Fock te´rmico
poˆde ser constru´ıdo a partir de aplicac¸o˜es dos operadores de criac¸a˜o e destruic¸a˜o
te´rmicos, cujos quais sa˜o obtidos por transformac¸o˜es de Bogoliubov dos operadores
em T = 0, no va´cuo te´rmico. Verificamos a validade desta construc¸a˜o por aplicac¸a˜o
em um campo de Schro¨dinger, da qual obtivemos grandezas termodinaˆmicas tais
como entropia, energia livre de Helmholtz e tambe´m a distribuic¸a˜o estat´ıstica de
Bose-Einstein. Em seguida, apresentamos regras gerais para a generalizac¸a˜o de tal
formalismo para uma teoria quaˆntica de campos arbitra´ria.
Aplicamos os conceitos apresentados no cap´ıtulos 2 e 3 para construirmos a corda
bosoˆnica te´rmica no cap´ıtulo 4. De acordo com a dinaˆmica de campos te´rmicos,
primeiramente duplicamos o sistema, e a co´pia ideˆntica que deve ser denotada por
til, deve ser idependente do sistema original e na˜o pode representar um sistema
f´ısico. O espac¸o de Hilbert do sistema total e´ dado pelo produto direto dos dois
espac¸os de Hilbert (H e H˜), e os operadores das duas cordas comutam entre si.
Duplicando o sistema, surgem novos graus de liberdade, nos quais sa˜o atribu´ıdas as
propriedades te´rmicas da corda, que podem ser implementados no espac¸o de Hilbert
atrave´s das transformac¸o˜es te´rmicas de Bogoliubov que leva o va´cuo da corda em um
va´cuo te´rmico definido por (174). Como vimos, existem diversas formas de fazer tal
mapeamento [4, 7] usando operadores que geram um grupo te´rmico SU(1, 1), mas
se exigirmos que esta transformac¸a˜o seja unita´ria e invariante por transformac¸a˜o
til, iremos selecionar somente um operador neste caso. Os operadores de criac¸a˜o
e destruic¸a˜o, equac¸o˜es (334) e (335), formam um conjunto de osciladores te´rmicos,
uma vez que estes satisfazem as mesmas relac¸o˜es de comutac¸a˜o dos operadores em
T = 0. Uma vez que as coordenadas e momentos do centro de massa sa˜o invariantes
por transformac¸o˜es de Bogoliubov, podemos construir a soluc¸a˜o Xµ(βT ) em T 6= 0
trocando os operadores em (57) pelos correspondentes em T 6= 0. Do mesmo modo,
constru´ımos os geradores da a´lgebra de Virasoro em termos dos osciladores te´rmicos
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e mostramos que a simetria conforme da soluc¸a˜o e´ preservada. Consequentemente,
as transfomac¸o˜es de Bogoliubov mapeiam as duas co´pias da corda em duas co´pias
da corda te´rmica. No entanto, a interpretac¸a˜o de corda e corda til desaparece em
T 6= 0, uma vez que os operadores de Bogoliubov misturam as duas co´pias da corda.
O va´cuo te´rmico tambe´m e´ invariante sob operac¸a˜o til. Podemos dizer que uma
excitac¸a˜o da corda te´rmica, sendo uma mistura de excitac¸o˜es em T = 0 da corda
e da corda til, carregam graus de liberdade te´rmicos junto com os graus de liber-
dade dinaˆmicos. Apo´s introduzida a temperatura na corda bosoˆnica, calculamos a
entropia da corda em estados que dependem explicitamente das condic¸o˜es de con-
torno. Para isto, partimos das soluc¸o˜es mais gerais das equac¸o˜es de movimento, para
cada uma das possibilidades de condic¸o˜es de contorno e calculamos o valor esperado
do operador entropia nos estados correspondentes a` cada uma delas. As relac¸o˜es
importantes sa˜o (350), (354), (355) e (356). Estes elementos de matriz podem ser
usados para calcularmos a entropia de va´rios estados de corda aberta com difer-
entes condic¸o˜es de contorno. Devemos observar que somente a estropia do estado
correspondente a`s condic¸o˜es de contorno de Neumann em ambas as extremidades
depende de h¯. No limite semicla´ssico, h¯→ 0, a contribuic¸a˜o dos momentos tornam-
se irrelevantes. O termo que domina e´ o mesmo que domina no limite da tensa˜o
indo para o infinito, α
′ → 0, e neste caso, a entropia dos estados correspondentes
a`s outras condic¸o˜es de contorno, (354), (355) e (356) sa˜o nulas. Para finalizar, anal-
isamos o grupo te´rmico SU(1, 1) formado por todos os poss´ıveis geradores unita´rios
de Bogoliubov no caso da corda bosoˆnica fechada. A raza˜o desta ana´lise e´ que
constru´ımos a corda fechada te´rmica no contexto da DCT onde o grupo SU(1, 1)
representa a estrura mais geral das transformac¸o˜es de Bogoliubov. Escolhendo um
determinado tipo de parametro τ as transformac¸o˜es de Bogoliubov podem ser fix-
adas como sendo unita´rias ou na˜o unita´rias. Escolhemos as transformac¸o˜es unita´rias
para preservarmos a estrutura do espac¸o de Hilbert a` temperatura zero e a inter-
pretac¸a˜o usual da mecaˆnica quaˆntica. No entanto, com esta escolha, a invariaˆncia
til do va´cuo te´rmico na˜o e´ preservada e isto na˜o e´ uma caracter´ıstica deseja´vel na
DCT. A soluc¸a˜o e´ construir o va´cuo te´rmico como um produto direto entre o va´cuo
te´rmico original, obtido atrave´s das transformac¸o˜es de Bogoliubov e o conjugado sob
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operac¸a˜o til. Se exigirmos que a transformac¸a˜o geral de Bogoliubov seja unita´ria
e preserve a invariaˆncia til do va´cuo, dois geradores do grupo SU(1, 1) sera˜o elim-
inados. Deste modo, podemos concluir que a menos que o va´cuo te´rmico seja um
produto do va´cuo te´rmico original e do conjugado til, na˜o existe um grupo te´rmico
SU(1, 1) compat´ıvel com a unitariedade da mecaˆnica quaˆntica e a invariaˆncia til da
DCT.
A Mapeamento do Va´cuo
Desejamos mostrar que o mapeamento do va´cuo, em T = 0, no va´cuo te´rmico,
em T 6= 0, definido por
|0(β)〉 = e−iG|0〉〉,
onde G = G† = −iθ(β)(a˜a− a†a˜†) o gerador das transformac¸o˜es de Bogoliubov, nos
conduz a` equac¸a˜o
|0(β)〉 = u(β)−1 exp(υ(β)
u(β)
a†a˜†)|0〉〉
=
1
cosh θ(β)
exp(tanh θ(β)a†a˜†)|0〉〉,
com u(β) e υ(β) dados pela equac¸o˜es (189) e (190) respectivamente.
Das duas equac¸o˜es anteriores, podemos escrever
|0(β)〉 = e−θ(β)(˜aa−a˜†a†)|O〉〉
= eτ(A+B)|0〉〉,
onde definimos τ = θ(β), A = −a˜a, B = a˜†a†. Para escrevermos a exponencial da
soma como um produto de exponenciais, definiremos
E(τ) = eτ(A+B) = eα(τ)Bκeγ(τ)A,
onde κ e´ um operador. Derivando E(τ) em relac¸a˜o a τ obtemos
dκ
dτ
= (e−α(τ)BBeα(τ)B)(1− dα
dτ
)κ+ (e−α(τ)BAeα(τ)B)κ− dγ(τ)
dτ
κA. (385)
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Seja
fθ(τ) = e
−α(τ)Bθeα(τ)B
= θ +
α
1!
[B, θ] +
α2
2!
[B, [B, θ]]− α
3
3!
[B, [B, [B, θ]]] + . . . . (386)
enta˜o
fB(τ) = e
−α(τ)BBeα(τ)B = B, (387)
portanto, a expressa˜o (385) fica
dκ
dτ
= B(1− dα(τ)
dτ
)κ+ (e−α(τ)BAeα(τ)B)κ− dγ(τ)
dτ
κA. (388)
Supondo que κ seja uma exponencial, ou seja,
κ = eβ(τ)C , (389)
onde C = [A,B], teremos
dκ
dτ
=
dβ(τ)
dτ
Ceβ(τ)C . (390)
As equac¸o˜es (388),(389) e (390) levam a
dβ(τ)
dτ
Ceβ(τ)C = B
(
1− dα(τ)
dτ
)
eβ(τ)C + (e−α(τ)BAeα(τ)B)eβ(τ)C − dγ(τ)
dτ
eβ(τ)CA
dβ(τ)
dτ
C =
(
B(1− dα(τ)
dτ
) + e−α(τ)BAeα(τ)B
)
− dγ(τ)
dτ
eβ(τ)CAe−β(τ)C (391)
e pela expressa˜o (311) teremos que
e−α(τ)BAeα(τ)B = A− α
1!
[B,A] +
α2
2!
[B, [B,A]]− α
3
3!
[B, [B, [B,A]]] + . . . . (392)
e
eβ(τ)CAe−β(τ)C = A +
β
1!
[C,A] +
β2
2!
[C, [C,A]] +
β3
3!
[C, [C, [C,A]]] + . . . . (393)
Agora, verificaremos que os operadores A, B, e C = [A,B] formam uma a´lgebra
fechada
[A,B] = [−a˜a, a˜†a†] = −a˜a˜† − a†a = C, (394)
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[B,C] = [a˜a˜† + a†a, a˜†a†] = 2a˜†a† = 2B, (395)
[A,C] = [a˜a, a˜a˜† + a†a] = 2a˜a = −2A. (396)
Podemos ainda ver, destes treˆs u´ltimos comutadores, que os operadores A, B, e C
satisfazem a identidade de Jacobi, ou seja
[[A,B], C] + [[B,C], A] + [[C,A], B] = 0.
Calculando explicitamente os comutadores que aparecem na expressa˜o (392)
[B,A] = −C,
[B, [B,A]] = −2B,
[B, [B, [B,A]]] = 0,
e os demais termos tambe´m sa˜o nulos, logo a equac¸a˜o (392) fica
e−α(τ)BAeα(τ)B = A+ αC − α2B. (397)
Para a equac¸a˜o (393) obtemos
[C,A] = λA,
[C, [C,A]] = λ[C,A] = 22A,
[C, [C, [C,A]]] = [C, λ2A] = 23A,
e desta forma, o e-ne´zimo termo sera´
[C, [C, . . . , [C,A] . . .]] = 2nA
enta˜o
eβ(τ)CAe−β(τ)C = A+
2β
1!
A +
(2β)2
2!
A+
(2β)3
3!
A+ . . . .
= e2β(τ)A. (398)
Substituindo os resultados (397) e (398) na expressa˜o (391), teremos
dβ(τ)
dτ
C = (1− dα(τ)
dτ
)B + (A + α(τ)C − α2(τ)B)− dγ(τ)
dτ
e2β(τ)A (399)
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ou ainda
(1− dγ(τ)
dτ
e2β(τ))A+ (1− dα(τ)
dτ
− α2(τ))B + (α(τ)− dβ(τ)
dτ
)C = 0. (400)
Como cada operador na˜o pode ser escrito como uma combinac¸a˜o linear dos dois
outros, para que (400) se verifique deveremos ter que
1− dγ(τ)
dτ
e2β(τ) = 0, (401)
1− dα(τ)
dτ
− α2(τ) = 0, (402)
α(τ)− dβ(τ)
dτ
= 0. (403)
Integrando a equac¸a˜o (402) obtemos
τ =
∫ α(τ)
0
dα
′
(τ)
1− α′2(τ) . (404)
Resolvendo esta integral resulta
τ =
∫ α(τ)
0
dα
′
(τ)
1− α′2(τ) =

1
2
ln
∣∣∣∣α′ (τ)+1α′ (τ)−1
∣∣∣∣ ∣∣∣α(τ)0 , para |α(τ)| > 1;
arctanh α
′
(τ)
∣∣∣α(τ)0 , para |α(τ)| < 1.
Agora, vamos analisar cada um dos dois casos. Primeiramente analisaremos o caso
para o qual |α(τ)| > 1
τ =
∫ α1(τ)
0
dα
′
(τ)
1− α′2(τ) = ln
(
α1(τ) + 1
α1(τ)− 1
) 1
2
(405)
desta u´ltima equac¸a˜o resulta (
α1(τ) + 1
α1(τ)− 1
) 1
2
= eτ (406)
que, resolvendo para α1(τ) obtemos
α1(τ) = −1 + e
2τ
1− e2τ =
eτ + e−τ
eτ − e−τ =
cosh τ
sinh τ
= coth τ (407)
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da equac¸a˜o (403) e deste u´ltimo resultado temos
β1(τ) =
∫ τ
0
α1(τ
′
)dτ
′
=
∫ τ
0
coth τ
′
dτ
′
(408)
cujo resultado diverge para β1 → −∞ quando τ → ∞. Portando, este primeiro
caso, na˜o nos leva a uma soluc¸a˜o satisfato´ria para
eτ(A+B) = eα(τ)Beβ(τ)Ceγ(τ)A. (409)
Assim, assumiremos a outra hipo´tese, ou seja, |α2(τ)| < 1 . Desta forma, a equac¸a˜o
(405) fica
τ =
∫ α2(τ)
0
dα
′
(τ)
1− α′2(τ) = arctghα2(τ) (410)
que resolvendo para α2(τ) obtemos
β2(τ) =
∫ τ
0
tanh τ
′
dτ (411)
β2(τ) = ln cosh τ . (412)
Substituindo este resultado na equac¸a˜o (401) obtemos
dγ2(τ)
dτ
= e−2β2(τ)
dγ2(τ)
dτ
= e−2 ln cosh τ
dγ2(τ) = cosh
−2 τdτ
γ2(τ) = tanh τ. (413)
Portanto
|O(β(τ))〉 = eτ(A+B)|0〉〉
= eα(τ)Beβ(τ)Ceγ(τ)A|0〉〉
= etanh τa
†a˜†e− ln cosh τ (˜aa˜
†+a†a)e− tanh τ a˜a|0〉〉
= etanh θ(β)a
†a˜†e− ln cosh θ(β)(˜aa˜
†+a†a)(1− tanh τ a˜a+ 1
2!
(tanh τ a˜a)2 − ....|0〉〉
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= etanh θ(β)a
†a˜†eln cosh θ(β)(1+a˜
†a˜+a†a)|0〉〉
= etanh θ(β)a
†a˜†e− ln cosh θ(β)e− ln cosh θ(β)a˜
†a˜e− ln cosh θ(β)a
†a|0〉〉
= etanh θ(β)a
†a˜†(cosh θ(β))−1|0〉〉
=
1
cosh θ(β)
exp tanh θ(β)a†a˜†|0〉〉 (414)
como quer´ıamos demostrar.
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